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Resum— S’analitza la precisió d’un mètode per estimar
com es belluga una c̀amera a partir de les imatges que va
captant. D’una vista a una altra es produeix una transforma-
ció af́ı del pla de la imatge caracteritzada per 6 par̀ametres,
a partir dels quals es calcula la translacío i la rotació de la
càmera. Mitjançant simulacions de Monte Carlo es valida
l’aplicabilitat d’un procediment estad ı́stic menys cost́os, la
Unscented Transformation, que permet obtenir les mitjanes i
covariances del moviment 3D aplicant el m̀etode noḿes a 13
mostres per vista. Els resultats indiquen que les translacions
i la rotaci ó en el pla de la imatge es recuperen millor que la
translació segons l’eixòptic, que a la seva vegada supera les
dues rotacions fora del pla. Quant a les covariances, noḿes
apareix un cert lligam entre els tres graus de llibertat menys
precisos.

Index Terms—propagació de l’error, Unscented Transfor-
mation, contorns actius

I. I NTRODUCCI Ó

Els mètodes per al tractament del soroll en visió per
computador han sofert una gran evolució en els darrers
anys. Els primers algorismes de geometria de la visió s’o-
cupaven noḿes de la manipulació de les dades, evitant es-
pecificar com s’obtenien. D’aquesta manera, no calia fer
consideracions sobre l’error i s’obtenia un estudi teòric del
problema en el cas minimal. Aquestés el cas en qùe s’u-
tilitza el nombre ḿınim de caracterı́stiques, generalment
punts, que calen per obtenir determinada informació. Ob-
viament l’aplicabilitat d’aquests algorismes en situacions
realsés força baixa.

Per tractar amb dades sorolloses l’estrategia tradicional
és utilitzar un nombre ḿes elevat de mesures que no pas
el ḿınim necessari. Per exemple, amb 7 correspondències
de punts entre dues imatgesés possible trobar la matriu
fonamental [15], tot i que pot donar lloc a una solució no
única.És per aix̀o que s’accepta que el nombre mı́nim de
punts per trobar la matriu fonamentalés 8 [23], [16]. Aix́ı
queda definit el m̀etode algebraic per arribar a la solució.
Per̀o aquest algorisme en una situació real amb soroll a les
dades d’entrada no retorna un resultat fiable. Per això s’u-
tilitzen més punts, i el problema es converteix llavors en
un problema d’estimació on el sistema està sobredetermi-
nat. Per exemple, Liu, Huang i Faugeras [22] van propo-

sar un algorisme d’aquest tipus per localitzar una càmera
a partir de punts i lı́nies, primer en 2D i després extenent
a 3D. El problemáes que normalment en aquests algoris-
mes no es fa cap esforç per tal de modelar l’error, i dades
amb molt de soroll introdueixen molt d’error al resultat.

Un dels refinaments possiblesés considerar que el con-
junt de dades d’entrada conté dades err̀onies (outliers).
S’han desenvolupat alguns algorismes per trobar aquests
outliers i aixı́ excloure’ls del conjunt d’entrada. L’es-
trat̀egiaés utilitzar repetides combinacions amb el mı́nim
subconjunt de dades amb què es pot solventar el proble-
ma per trobar una solució, i avaluar els resultats amb una
funció de dist̀ancia que cal definir. Les dades errònies pro-
duiran les dist̀ancies ḿes grans. Els dos algorismes més
coneguts śon: Least Median of Squares (LMedS), del qual
Zhang [34] en fa una descripció detallada, i Random Sam-
ple Consensus (RANSAC), proposat per Fischler i Bo-
lles [12]. Torr i Murray [31] van fer un estudi comparatiu
d’ambdues propostes.

Darrerament, diversos autors han mostrat la im-
port̀ancia d’assumir que les dades són sorolloses. En la
majoria de casos, els algorismes que tracten amb dades
sorolloses assumeixen que l’error en les dades es pot mo-
delar amb una distribució gaussiana [15]. Habitualment
es representa aquest soroll com una matriu de covariança
associada a les dades [25], [6]. Aquesta covariança es pot
representar gràficament com un hiperelipsoide d’incerte-
sa. Per̀o la representació gr̀afica de ḿes de tres dimen-
sions noés f̀acil, i per aix̀o és habitual fer projeccions
2D de l’hiperelipsoide d’incertesa per tal d’obtenir vis-
tes parcials. En situacions reals s’obtenen millors algo-
rismes quan aquests modelen la incertesa i les solucions
s’acompanyen d’una estimació de la covariança. Una bo-
na introduccío a l’aǹalisi de l’error amb exemples aplicats
a casos reals es pot trobar a [7] i a [8]. Brooks i altres
[5] utilitzen l’error en forma de covariança en algorismes
de correspond̀encies de punts, demostrant la millora que
es pot obtenir en relació als algorismes que no tenen en
compte la incertesa. També estudien com afecta la incer-
tesa en l’estimació de la pr̀opia matriu de covariança a la
qualitat dels valors estimats. Kanazawa i Kanatani [21]



mostren la import̀ancia de poder estimar la incertesa de
l’extracció de les caracterı́stiques en imatges, i presenten
un exemple del c̀omput de la covariança associada a punts
en imatges de nivells de gris. Aplicacions de càlcul d’in-
certesa per localització de robots es poden trobar a [29],
[14], [9]. Finalment, Kanatani [20] i Torr [32] estudien la
import̀ancia de tenir en compte la incertesa del model en
si mateix a ḿes de la incertesa en les dades.

Un cop mostrat quées necessari íutil tenir en compte
la incertesa en el disseny dels algorismes, cal veure com
es pot modelar aquesta incertesa. Una de les maneres més
usualsés utilitzar el m̀etode analı́tic de la propagació de
primer ordre. Aquest se serveix de l’expansió en s̀erie de
Taylor truncada a primer ordre per aproximar linealment
els problemes no lineals. Cal un esforç inicial, que sovint
noés menyspreable, però s’obt́e una solucío tancada, amb
tots els avantatges que això comporta.

En els algorismes d’extracció de moviment a partir d’i-
matges sovint hi interv́e la descomposició en valors sin-
gulars (SVD). Per analitzar com es propaga la incertesa
es pot estimar el jacobià de la descomposició [26], o ana-
litzar com es propaga la incertesa cap als vectors i valors
propis [33].

Un altre caḿı possibleés el d’estimar el jacobià per a
tota la transformació no lineal. Drummond i Cipolla [11],
utilitzant àlgebres de Lie [27], estimen aquest jacobià per
passar de l’espai de deformacions afins en la imatge a l’es-
pai de moviments 3D, i ho apliquen al servocontrol visual.
Desgraciadament, aquesta aproximació és v̀alida noḿes
en determinades condicions i per a moviments infinitesi-
mals. El jacobìa obtingut en les condicions més generals
del nostre algorisme resulta singular i per tant noés inver-
tible.

Tamb́e es pot estudiar la propagació de l’error des del
punt de vista estadı́stic. Les simulacions de Monte Carlo
són una eina f̀acil i potent [10]. És un m̀etode aplicable
quan calen pocs resultats i quan el temps de còmput no
representa una restricció important, ja que cal mostrejar
densament l’espai d’entrada i executar l’algorisme d’es-
timació de moviment per a cada mostra. LaUnscented
Transformation[19], proposada per Julier i Uhlmann, es
presenta com una millora considerable perquè intenta tro-
bar el ḿınim nombre de mostres que representen la distri-
bució estad́ıstica de les dades d’entrada. Aixı́ es disminu-
eix considerablement l’esforç de còmput necessari gràcies
a qùe noḿes s’ha d’estimar el moviment per a un nombre
generalment petit de mostres. El mètode es pot validar
amb una simulació de Monte Carlo.

Hi ha diverses maneres de definir la incertesaδx. Les
més comunes śon la desviacío t́ıpicaσx, i la incertesa rela-
tiva (o precisío, mesurada en %). Si no s’indica el contrari,
en aquest treball farem servir la desviació t́ıpica, que in-
dica que s’estima que el valor té aproximadament el68%

de possibilitats d’estar en el rang definit perσx [30], i el
95% en el rang2σx.

En el cas multivariable, per exemple una deformació
af́ı o bé una posa, la incertesa es pot representar amb una
matriu de covariança. Aquesta matriu té a la diagonal la
variança de cada variable, i a la resta les covariances de
parells de variables.

L’objectiu d’aquest articlées fer l’aǹalisi de la precisío
dels par̀ametres de la posa 3D obtinguts, i de les seves co-
variances. A ḿes es vol obtenir un algorisme que permeti
el càlcul en temps real de la covariança associada a ca-
da posa, per tal de fer-lo servir en aplicacions de robòtica
mòbil. La Seccío II presenta la codificació que es fa de les
deformacions afins, i com se’n poden obtenir poses 3D. La
seg̈uent Seccío (III) presenta la representació de les rotaci-
ons ḿes convenient. A la Secció IV es mostra un m̀etode
estad́ıstic per a la propagació de la incertesa en funcions
no lineals, i a la Secció V es presenten experiments. Fi-
nalment les conclusions s’exposen a la Secció VI.

II. D E L’ ESPAI DE DEFORMACIONS AFINS DE LA

IMATGE A L ’ ESPAI DE POSES3D

Sota condicions de perspectiva dèbil (els punts de l’ob-
jecte en un rang curt de profunditats, i un objecte centrat
a la imatge i petit respecte a la distancia de la càmera),
el moviment ŕıgid d’un objecte pla a l’espai es projecta al
pla de la imatge com una deformació af́ı de la projeccío
inicial de l’objecte, que anomenaremtemplate.

L’afinitat que relaciona dues vistes normalment es cal-
cula a partir de correspondències de punts. Malaurada-
ment, la correspondència de puntśes computacionalment
molt costosa. En el seu lloc, en aquest treball es faús d’un
contorn actiu [4]. El contorn actiu es fixa al voltant de
la projeccío en la imatge de l’objecte que es vol seguir, i
els canvis que pateix entre diferents vistes es descriu de
la manera que es detalla a continuació. El contorn es re-
presenta com una B-Spine, coḿes usual en Gràfics per
Ordinador [13].

S’ha demostrat anteriorment [4], [24] que la diferència
en termes dels punts de controlQ′ − Q que quantifica la
deformacío del contorn es pot escriure com la combinació
lineal de sis vectors. Fent servir notació matricial,

Q′ − Q = WS , (1)

on

W =

([

1

0

]

,

[

0

1

]

,

[

Qx

0

]

,

[

0
Qy

]

,

[

0
Qx

]

,

[

Qy

0

])

, (2)

i S és un vector amb els sis paràmetres de la combinació
lineal. El vector de forma

S = [tx, ty,M1,1 − 1,M2,2 − 1,M2,1,M1,2] , (3)



codifica l’afinitat entre dues vistesd′(s) i d(s) del contorn
pla:

d′(s) = Md(s) + t (4)

Es pot veure que si el moviment del robot està restrin-
git, per exemple al pla, la dimensió del vector de forma es
pot reduir [3], [2].

Una vegada es té la representació compacta del con-
torn en termes de punts de control, un filtre de Kalman
s’encarrega de seguir el contorn en les diferents imatges
de la seq̈uència [4], actualitzant el nou valor del vector de
forma i oferint una estimació de la covariança.

Els par̀ametres de l’afinitat es relacionen amb el movi-
ment 3D de la c̀amera [4], [24] de la seg̈uent manera:

M =
Z0

Z0 + Tz

[

R11 R21

R21 R22

]

, (5)

t =
1

Z0 + Tz

[

Tx

Ty

]

, (6)

on Rij són els elements de la matriu de rotació 3D R,
i Ti són els elements del vector de translació t, i Z0 és
la dist̀ancia des deltemplatefins la c̀amera en la posició
inicial.

Veurem tot seguit com s’obtenen cadascuna de les 6
components del moviment 3D. Representant la matriu de
rotacío en forma d’angles d’Euler,

R = Rz(φ)Rx(θ)Rz(ψ), (7)

l’equacío (5) es pot reescriure com

M = Z0

Tz+Z0

Rz|2(φ)Rx|2(θ)Rz|2(ψ) =

= Z0

Tz+Z0

Rz|2(φ)

[

1 0

0 cosθ

]

Rz|2(ψ) (8)

i
MMT = Rz|2(φ)

[

L 0

0 Lcos2θ

]

Rz|2−1
(φ) (9)

on

L =

(

Z0

Tz + Z0

)2

.

Aquesta darrera equació mostra queθ es pot calcular a
partir dels valors propis de la matriuMMT, que anome-
narem(λ1, λ2):

cosθ =

√

λ2

λ1

, (10)

onλ1 és el valor propi ḿes gran, iλ2, el més petit. L’an-
gle φ es pot extreure dels vectors propis deMMT; el
vector propiv1 amb valor propi ḿes gran correspon a la
primera columna deRz|2(φ):

v1 =

[

cosφ

sinφ

]

. (11)

Aı̈llant Rz|2(ψ) de l’equacío (8),

Rz|2(ψ) = (1 + Tz

Z0

)

[

1 0

0 1

cosθ

]

Rz|2(−φ)M , (12)

i observant, a l’equació (9), que

1 +
Tz

Z0

=
1√
λ1

,

es pot trobarsinψ i llavorsψ.
Un cop coneguts els anglesψ, θ, φ, la matriu de rotacío

R es pot construir a partir de l’equació (7).
La translacío escalada en direccióZ es calcula amb

Tz

Z0

=
1√
λ1

− 1. (13)

La resta de components de la translació 3D es poden
trobar a partir det i R utilitzant l’equacío (6):

Tx

Z0

=
tx

f
√
λ1

, (14)

Ty

Z0

=
ty

f
√
λ1

. (15)

Aix ı́, utilitzant aquestes equacions, es pot transformar
la deformacío del contorn en el moviment 3D, amb el sis-
tema de refer̀encia centrat en l’objecte.

III. R EPRESENTACIÓ DE LES ROTACIONS

Fins al moment, les rotacions s’han codificat
mitjançant angles d’EulerR = Rz(φ)Rx(θ)Rz(ψ). És
conegut que aquesta representació té el problema de la
gimbal lock: quan dos eixos estan alineats apareix un pro-
blema d’indeterminació. En aquesta representació això
passa quan la segona rotació Rx(θ) és a prop del zero. El
resultat́es que petites variacions de la posa de la càmera al
voltant de la posicío inicial no corresponen a valors con-
tinus de les components de la rotació (Rz(φ) i Rz(ψ) a
la Fig. 1(a)). Aquest problema apareix freqüentment, a
l’inici del seguiment i tamb́e quan el robot es mou cap a
l’objectiu fixat.

Es proposa canviar la representació a la codificacío
coneguda comRoll-Pitch-Yaw. Aquesta representació es
fa servir normalment en el camp de la navegació, i tamb́e
s’anomenaheading, attitude, bank[28]. Fem servir la for-
ma

R = Rz(ψ)Ry(θ)Rx(φ)

=





cψcθ cψsθsφ− sψcφ cψsθcφ+ sψsφ

sψcθ sψsθsφ− cψcφ sψsθcφ− cψsφ

sθ cθsφ cθcφ



 .

(16)
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Fig. 1. Histogrames de les components de 5000 rotacions calculades afegint sorollσ = 0.5pixels als punts de control de la projecció
d’un contorn. A les rotacionsZXZ, petites variacions de la posa corresponen a valors discontinus de les componentsRz(φ) i
Rz(ψ). En canvi, les mateixes variacions corresponen a valors continus en la representacióZY X.

Generalment, per tal de representar tot l’espai de ro-
tacions possibles cadascun dels elements de la rotació es
restringeix per pertànyer al rang[0..2π]rad perψ i φ, i a
[0..π]rad perθ.

De fet, el seguiment d’un objecte pla per una càmera
que rota segons l’eixX o Y més enll̀a deπ/2rad no t́e
sentit, ja que en aquesta posició tots els punts de control
estan en una mateixa lı́nia i la forma de l’objecte es perd.
A més, degut a l’ambig̈uitat Necker reversal, no és possi-
ble determinar el signe de les rotacions entorn d’aquests
eixos. Conseq̈uentment, i sense pèrdua de generalitat, es
pot restringir els valors de les rotacionsRy(θ)i Rx(φ)

per tal que pertanyin al rang[0..π
2
)rad i deixarRz(ψ) al

rang de valors[0..2π]rad. Amb aquesta representació s’-
ha aconseguit desplaçar lagimbal lockfins acos(θ) = 0

que queda fora del rang de valors possibles.

IV. L A Unscented Transformation

La Unscented Transformation(UT) va ser proposada
per Julier i Uhlmann [18], [19].́Es un m̀etode per propa-
gar els estad́ıstics a trav́es d’una funcío general no lineal.
La UT no es restringeix a assumir que la distribució d’in-
certesa de les dadesés gaussiana. Es defineix de la següent
manera: primer, es trien determinı́sticament un conjunt de
punts (anomenatssigma points) que s’espera que capturi
els estad́ıstics de la distribució de les dades. Segon, els
punts es propaguen fent servir la funció no lineal. Final-

ment, es poden calcular els estadı́stics amb els punts pro-
pagats i aix́ı estimar els estadı́stics del resultat de la funció
no lineal.

S’han proposat diferents algorismes per a la tria dels
sigma points. Farem servir la que originalment es va
desenvolupar: la solució Simètrica [18]. Aquest algorisme
requereix de2Nx + 1 sigma points, onNx és la dimensío
del vector de dades d’entrada. Unsigma pointes situa a la
mitjana, i els altres es situen simètricament al voltant, dos
en cada dimensió dels eixos principals de la covariança.
Es pot representar com unsigma pointal centre de ca-
da cara d’un hipercub imaginari. A vegades s’anomena
UT de segon ordre, ja que garanteix que la mitjana i la
covariança (els primers dos moments) són preservats per
la transformacío.

La variable aleat̀oriaNx-dimensionalx amb mitjanāx
i matriu de covariançaΣx es pot aproximar amb el con-
junt de punts:

x0 = x̄

xi = x̄ +

(

√

Nx

1 −W 0
Σx

)

i

peri = 1, . . . , Nx

xi+Nx = x̄ −
(

√

Nx

1 −W 0
Σx

)

i

peri = 1, . . . , Nx

(17)



amb els pesos

w0 = w0

wi =
1 − w0

2Nx

peri = 1, . . . , Nx

wi+Nx =
1 − w0

2Nx

peri = 1, . . . , Nx

(18)

on(
√
NxΣx)i és la fila o columnai-èsima1 de l’arrel de la

matriuNxΣx, i wi és el pes associat amb eli-èsimsigma
point. Els pesos han de complir la condició

∑

wi = 1.
Amb aquest esquema, la mitjana i la covariança es

poden calcular a partir delssigma pointstransformats
yi = f(xi) segons

ȳ =

2n
∑

i=0

wiyi

Σy =

2n
∑

i=0

{

yi − ȳ
}{

yi − ȳ
}T

.

(19)

Per convencío, el primersigma pointx0 correspon al
punt situat a la mitjana. El pesw0 assignat a aquest punt
controla d’alguna manera la situació dels altres punts. Si
el pesés positiu, la resta de punts tendeixen a allunyar-
se de l’origen, preservant el valor de la covariança. Al
contrari, si el peśes negatiu el punt es mouen apropant-se
a l’origen [17]. Aquest́es un mecanisme per ajustar els
moment d’ordre elevat de la distribució.

El redüıt nombre de punts que cal transformar per ob-
tenir una estimació de la incertesa associada a cada posa
fa que aquest algorisme sigui susceptible de ser aplicat en
temps real.

A. Error sistem̀atic

Tal i com s’ha presentat anteriorment elssigma points
es trien sim̀etricament a cada costat de la mitjana en cadas-
cuna de les dimensions de la covariança. Quan la rotació
és gaireb́e nula els dossigma pointstransformats en la di-
mensío de la rotacío haurien de tenir signe contrari i estar
centrats al voltant del 0. Però degut a l’eliminacío del sig-
ne presentada a la Secció III, els dossigma pointstenen el
mateix signe, de manera que en aquest cas s’introdueix un
biaix en els c̀alculs de la mitjana i la incertesa de la posa.

Quan es fa servir la UT, la posa no es calcula amb la
transformacío directa del vector de forma sinó queés una
estimacío en elssigma pointstransformats. Els dos resul-
tats no tenen per què ser coincidents [19]. En el nostre
cas, comparant els dos resultats es pot comprovar que són

1Depenent de com està formada la matriuΣ cal fer servir les files o
les columnes. SiΣ = AAT llavors elssigma pointses formen amb les
files de A. En canvi, siΣ = AT A elssigma pointses formen amb les
columnes de A.

0 4 8 12 16 20
−1

0

1

2

3

4

φ

er
ro

r

UT
Tracker

Fig. 2. Error sistematic en les rotacionsRx.

sempre coincidents, excepte per a rotacions al voltant de
la rotacío nul.la. La Fig. 2 mostra l’error del resultat de
calcular la posa d’una rotació de0 fins 20◦ al voltant de
l’eix X. Es pot veure que a mesura que la rotació aug-
menta l’error disminueix. Al mateix temps, el càlcul de la
incertesa tamb́e es veu afectada per aquest efecte. Com es
veur̀a més endavant, aix̀o noés cap limitacío en aplicaci-
ons reals.

V. EXPERIMENTS

En aquesta secció es vol avaluar la UT com a m̀etode
per estimar les covariances resultants d’aplicar l’algoris-
me de c̀alcul de la posa proposat. Al mateix temps, es
vol caracteritzar la incertesa de cada posa per a diferents
moviments. S’han dut a terme diversos experiments de
simulacío en diferents configuracions obtenint una incer-
tesa per simulació de Monte Carlo en cada cas. Aques-
tes incerteses es consideren certes i es comparen amb les
incerteses obtingudes amb la UT. Als punts projectats de
l’objectiu se’ls afegeix un sorollσ = 0.5pixels. Amb una
simulacío de Monte Carlo es calcula la incertesa de les da-
des d’entrada (vectors de forma) que es propagarà amb la
UT.

A. Recuperacío del moviment i incertesa

L’objectiu és determinar experimentalment el grau d’e-
xactitud que s’assoleix en l’estimació de la posa i la se-
va incertesa per a cada component del moviment de la
càmera,és a dir, les translacionsTx, Ty i Tz, i les rota-
cionsRx, Ry i Rz.

Els primers dos experiments inclouen translacions pa-
ral.leles als eixosX i Y . Amb la configuracío de c̀amera
triada (5000mm entre c̀amera i objectiu i una distància
focal de50mm), una translacío lateral de la c̀amera de
250mm fa que la imatge projectada de l’objectiu es des-
placi des del centre fins als extrems de la imatge. Els er-
rors en l’estimacío de les translacions es presenten a les
Figs. 3(a) i 3(b), i tal i com s’esperava són iguals per
aquestes dues translacions. Cal observar que a mesura que
la càmera es va allunyant de la posició inicial centrada,



l’error en l’estimacío de la translació aix́ı com la corres-
ponent desviació t́ıpica van augmentant. Això es degut a
que les condicions de perspectiva dèbil cada cop es com-
pleixen menys (l’objectiu deixa d’estar centrat a la image),
Amb tot, l’error m̀axim que s’assoleix́es aproximadament
del0.2%, i la pitjor desviacío t́ıpicaés del0.6%, i per tant,
podem dir que les translacions laterals es recuperen amb
força precisío. Tal i com s’ha demostrat anteriorment [1],
el signe d’aquest error depèn de la forma de l’objectiu i si
n’hi ha, de l’orientacío de l’eix de rotacío.

El tercer experiment involucra translacions sobre l’eix
òpticZ: des de la dist̀ancia inicialZ0 = 5000 la càmera
es trasllada fins aZ = 1500, és a dir una translació de
−3500mm. Els errors i els valors de la incertesa es mos-
tren a la Fig. 3(c). A mesura que la camera s’acosta a
l’objectiu l’error en l’estimacío de la translació i la seva
incertesa van disminuı̈nt. Aquestés un efecte de projec-
ció 2. Es pot observar que els errors no estan centrats a
0. Més endavant es podrà comprovar que aix̀o és degut
a la correlacío existent entreTz i Rx, i Tz i Ry quan les
rotacions śon gaireb́e nules (coḿes el cas).

Els propers tres experiments inclouen rotacions de la
càmera al voltant de l’objectiu. En els dos primers, la
càmera es rota al voltant dels eixosX i Y d’un sistema
de coordenades centrat a l’objecte. Les Figs. 3(d) i 3(e)
mostren els resultats obtinguts. Tal i com s’esperava, els
resultats dels dos experiments són molt similars. Cal re-
cordar que es fa servir la representació alternativa presen-
tada a la Secció III, i conseq̈uentment els valorsRx i Ry

estan restringits. Tal i com es mostra a la secció IV-A totes
les rotacions s’estimen amb el mateix signe i això introdu-
dueix un biax quan les rotacions són petites3. Aquestes
rotacions petites produeixen deformacions molt suaus al
contorn, i coherentment la incertesa calculada en aquest
casés gran. A mesura que la rotació es va incrementant,
la defomacío del contorn va creixent i l’error en l’esti-
macío de la rotacio aix́ı com la incertesa associada van
disminüınt.

El darrer experiment d’aquesta secció inclou rotacions
de la c̀amera al voltant de l’eixZ. Tal i com s’esperava
aquesta component es recupera de manera fiable ja que
els errors calculats (Fig. 3(f)) són negligibles i la incertesa
és molt petita.

Els experiments presentats són congruents amb la in-
tuició: les translacions lateralsTx i Ty de la c̀amera pro-

2La resolucío en miĺımetres corresponent a un pı́xel dep̀en de la
dist̀ancia de l’objecte a la càmera. Quan l’objectiúes proper a la c̀amera
petites variacions es poden captar fàcilment. En canvi, quan la distància
és gran calen moviments més grans per a què la c̀amera pugui detectar-
los.

3A nivell pràctic aix̀o no suposa cap limitació ja que, tal i com s’ha
vist anteriorment a [1] a la secció d’experiments reals, el soroll present
a la fase de captació de la imatge i seguiment emmascara aquestes pe-
tites rotacions i l’algorisme nóes capaç de recuperar rotacions menors
d’aproximadament10◦.

dueixen canvis majors en termes de pı́xels, i per tant es
recuperen millor i amb menor incertesa que les translaci-
onsTz segons l’eixòptic. En canvi, les rotacions segons
l’eix òpticRz provoquen grans deformacions al contorn
de manera que es recuperen molt millor i amb menys in-
certes que les dues altres rotacionsRx i Ry. Finalment,
la incertesa estimada amb la UTés en tots els casos molt
semblant a la obtinguda per simulació de Monte Carlo.

B. Covariança

S’han dut a terme diversos experiments que inclouen
configuracions de la càmera al voltant de la posició inicial
i translacions i rotacions en tots els eixos d’un sistema de
coordenades fixat a l’objectiu que es vol seguir. Gairebé
tots els resultats han sigut coincidents en no mostrar cap
correlacío entre les components de la posa, i les incerteses
calculades amb la UT i les obtingudes per simulació de
Monte Carlo śon sempre coincidents, excepte per a rota-
cionsRx i Ry properes a la rotació nul.la, tal i com ja s’ha
presentat a la Secció IV-A. Seguidament es presenten els
dos casos especials.

La Fig. 4(a) correspon a un experiment sense movi-
ment, on s’afegeix soroll a les projeccions del contorn.
Com es pot observar les components de la posaRx i Tz

estan correlacionades. Quan la rotacióRx es sobreestima,
la projeccío de l’objectiu a la imatge hauria de tenir mida
menor a la que realment té. Per compensa-ho l’algorisme
subestima la translació Tz apropant la c̀amera a l’objec-
tiu. El mateix raonament́es aplicable a les components
Ry i Tz. A mesura que el valor de la rotació va creixent
la correlacío entre variables continua existint però el seu
efecteés menor. Com es pot observar a la Fig. 4(b) (que
correspon a un experiment amb una rotació de10◦) quan
el valor de la rotacío és prou gran la translació es recupera
sense biaix al voltant del0 4 .

A la Fig. 4(c) es pot veure el segon efecte que es vol
presentar: quan es produeix una rotació de la c̀amera se-
gons l’eixX es computa una petita translació en l’eixY .
S’explica observant el procés de projecció de la c̀amera
de perspectiva d̀ebil. Quan la c̀amera es rota, alguns punts
3D de l’objectiu queden ḿes propers a la càmera que d’al-
tres. Els punts ḿes llunyans es projecten lleugerament
més aprop del centrèoptic que els ḿes propers i con-
seq̈uentment es computa una petita translació en l’eix Y .
De la mateixa manera, si la rotació és entorn de l’eixY ,
llavors la translacío computadáes al llarg de l’eixX.

4Aquesta correlació explica la subestimació de la componentTz pre-
sentada a la Fig. 3(c), provocada per la sobreestimació que es fa de les
rotacionsRx i Ry quan aquestes són petites.
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Fig. 3. Mitjana de l’error (ĺınies centrals) i la incertesa2σ (lı́nies superiors i inferiors) per a moviments purs en cadascun dels eixos
coordinats (expressats en milı́metres les translacions i graus les rotacions). Les lı́nies s̀olides corresponen als valors obtinguts amb
UT i les linies discontinues a la simulació de Monte Carlo. Els errors per a les translacionsTx i Ty són equivalents, menors quan
s’est̀a centrat i creixents a mesura que no s’hi està. Les translacionsTz es recuperen molt pitjor (tot i que milloren a mesura que
s’aproximen camera i objectiu). Quan les rotacionsRx i Ry són petites, els errors i les incerteses són grans perque la deformació
del contorn a la imatgées molt petita, per̀o a mesura que van creixent són menys significantives. L’error i la incertesa a les rotacions
Rz és negligible.
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Fig. 4. Representació de les submatrius2x2 de covariança. Els resultats per a la simulació de Monte Carlo es mostren amb punts verds
per a les projeccions dels punts, un punt vermell per a la mitjana i una elipse discontinua per a la incertesa; els resultats de la UT
amb creuetes per alssigma pointsi una elipse s̀olida per a la incertesa.

VI. C ONCLUSIONS

Per a l’estudi estadı́stic de la propagació de l’error s’-
han presentat dos m̀etodes: simulació de Monte Carlo i la
Unscented Transformation. El primer, queés lent, es fa
servir per avaluar el segon, més r̀apid. La rapidesáes fac-
tor important, ja que l’algorisme ha de respondre en temps
real per poder-se aplicar a la robòtica.

S’ha vist queés possible fer servir una representació

ZY X, ja que es pot restringir el rang de valors, i les ro-
tacions en aquest rang són continues. Aix̀o introdueix un
biaix, que s’ha vist que es pot detectar comparant el valor
de la posa de la mitja delssigma pointsamb el valor de la
posa resultant de transformar el vector de forma. Gràcies
a la concid̀encia entre la posa calculada amb UT, i la posa
calculada amb la transformació del vector de forma (que
no pateix del biaix esmentat) teòricament́es possible esti-
mar correctament rotacions petites sense biaix.



Les translacions en els eixosX i Y es recuperen amb
un error molt petit, i tant l’error com la variança augmen-
ten a mesura que la projecció del contorn a la c̀amera dei-
xa d’estar centrat. Pel que fa a la translació en l’eixZ, es
recupera pitjor, i la seva variança també és ḿes gran. S’ha
observat que l’error de recuperació i la variança disminui-
xen a mesura que la càmera s’acosta a l’objectiu.

D’altra banda, les rotacions en els eixosX i Y es re-
cuperen amb un error considerable, sobretot quan les ro-
tacions śon petites, per̀o a mesura que es va rotant l’error
i la incertesa decreixen. A ḿes, hi ha un esbiaixament
del valor de la rotació per valors al voltant de0 degut a
la representació de les rotacions, que va desapareixent a
mesura que el valor de la rotació creix. Contr̀ariament, la
rotacío al voltant de l’eixZ es recupera amb molta preci-
sió i amb una variança molt petita.

S’ha vist que l’́unica correlacío existent es troba entre
les rotacionsRx i Ry i la translacío Tz. Es pot observar
que, quan no hi ha rotació i els valors de les rotacions
Rx i Ry estan sobrestimats, el valor deTz est̀a subestimat
(veure la Fig. 4). En canvi, quanRx i Ry són estimades
amb ḿes precisío,Tz tamb́e.

S’ha observat que una rotacióRx provoca una lleugera
translacío enTy, per̀o com s’ha exposat, això no es pro-
ducte d’una correlació sińo de l’assumpcío del model de
perspectiva d̀ebil.

Amb el desenvolupament portat a terme i els experi-
ments que s’han realitzat ha quedat provat queés possible
calcular la covariança de cada posa amb UT. Els resultats
obtinguts s’aproximen molt als esperats per una simulació
de Monte Carlo. Finalment, UT compleix amb els requi-
sits de temps de de còmput imposats (ja que només cal
transformar 13sigma points), i per tantés possible utilit-
zar aquest m̀etode en robots i aplicacions reals.
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