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ALL REALIZATIONS
OF MOBIUS’ TORUS
WITH 7 VERTIGES

ABSTRACT

We provide all geometric polyhedral realizations of Mébius’ torus
with 7 vertices. There are no simplicial realizations having a higher
geometric symmetry than Csdszar’s. We confirm two conjectures
aboutthe realization space of Mébius’ torus posed by J. Reay. Above
all, the article shows oriented matroids to be a useful tool for inves-
tigating polyhedral structures. ..

1. INTRODUCTION

This article can be viewed as a contribution to the more general
framework of computational synthetic geometry: for a geometric
object we are given some properties (e.g. the combinatorial list of all
faces of a polyhedron), and we ask for a decision of whether the
geometric object does exist as an embedding in Euclidean space of
fixed dimension. In the following oriented matroids play a crucial
role. Introducing oriented matroids in this context has proven to be
useful in many instances, see{9].

G

TOUTES LES REALISATIONS
DU TORE DE MOBIUS
AVEC SEPT SOMMETS

RESUME

Nous présentons toutes les réalisations géométrigues polyédriques
du tore de Mdbius avec sept sommets. Il n’existe pas de réalisation
simpliciale possédant une plus grande symétrie géométrique que
celle de Csaszar. Nous confirmons deux conjectures énoncées par
J. Reay a propos de I'espace de réalisation du tore de Mdbius. Par
dessus tout, cet article montre que les matroides orientées sont des
outils efficaces pour la recherche de structures polyédriques. ..

1. INTRODUCTION

On peut considérer cet article comme une contribution & la structure
plus générale de la géométrie calculatoire synthétique : étant don-
nées certaines propriétés d'un objet géométrique (par ex. la liste
combinatoire de toutes les faces d'un polyédre), on cherche une
régle de décision qui permettrait de déterminer si I'objet géomé-
trique peut exister comme un plongement dans un espace euclidien
de dimension donnée. Dans ce qui suit, les matroides orientées
jouentunréle crucial. L'introduction dans ce contexte des matroides
orientées s'est avérée utile dans bien des cas, voir [9].




60

The combinatorial description of atorus with sevenvertices was first
given by Mdbius in 1861 [17]. Itis not known whether Mbius knew
a polyhedral realization, i.e. a polyhedral realization without self-
intersections. Reinhard’s version with 7 vertices of a cube given in
1885 [19] has a symmetry of order 3. It cannot be considered as a
polyhedral realization in our sense because it must have self-inter-
sections as a by-product of our investigations.

Csaszdr's realization was published in 1948 [11]. It has a symmetry
of order 2, and this seems to be the first polyhedral realization of
Mébius’ torus at all. Csaszér did not mention Mébius' result. Since
Csészar, different realizations of Mobius’ torus were found, see e.g.
Griinbaum [13, p.253], Altshuler [1]. They were used as examples
for different purposes, see e.g. Sarkaria [20], and to have one par-
ticular realization at ail seemed to be sufficient in these papers.

In this article, we present a systematic and complete description of
alltypes of Mdbius' torus with an emphasis on symmetric polyhedral
realizations. We confirm two conjectures about the realization space
of Mébius’ torus posed by J. Reay in [18], Problems 18.A3 and
18.A5. Among our results we have in particular: there are no reali-
zations having a higher geometric symmetry than Csaszar's.

We start with the combinatorial description of Mdbius’ torus in Sec-
tion 2. Using a computer we construct those (allowable) simplicial
oriented matroids for M8bius' torus which do not contain certain
circuits, see Section 3. For all these types, a realization can be found.

The different types can be classified in Section 4 according to sym-
metry and the facial structure of their convex hull. An isotopy result
respecting the symmetry of the given type will be given in Section 5.

Itis convenient to describe the different types of realized Mobius’ tori
as vertices in a graph. One connected component of this graph is
described in more detail in Section 5. In Section 6 we prove that, in
order to find all (simplicial and non-simplicial) oriented matroids, it
suffices to consider the simplicial ones first.

La description combinatoire d'un tore & sept sommets a d’abord été
donnée par Mdbius en 1861 [17]. On ne sait pas si Mdbius connais-
sait une réalisation polyédrique, c’est-a-dire une réalisation polyé-
drique sans auto-intersection. La version de Reinhard, en 1885 [19],
avec sept sommets d’un cube, posséde une symétrie d’ordre 3. On
ne peut laconsidérer comme une réalisation polyédrique selon notre
définition car, en conséquence de nos recherches, elle doit avoir des
auto-intersections.

Laréalisation de Csdszaraété publiéeen 1949[11]. Elle posséde une
symétrie d’ordre 2, et semble &tre la toute premiére réalisation po-
lyédrique du tore de Mébius. Csészar n'avait pas mentionné le résul-
tat de Mdbius. Depuis Csaszar, on a trouvé diverses réalisations du
tore de Méhius; voir, par exemple, Grinbaum {13, p.253], Altshuler
[1]. Onlesautilisées atitre d’exemples dans différents buts, voir, par
exemple, Sarkaria [20], et dans ces articles, il apparait suffisant de
ne présenter qu’une réalisation particuliére.

Onprésente ici une description systématique et compiéte de tous les
types de tores de Mébius en privilégiant les réalisations polyédriques
symétriques. On confirme deux conjectures concernant I'espace de
réalisation du tore de Mdbius avancées par J. Reay dans [18], pro-
blémes 18.A3 et 18.A5. Parmi nos résultats, on aen particulier celui-
ci: il n’existe pas de réalisation possédant une plus grande symétrie
géométrique que celle de Csészar.

On débute, a la section 2, avec |a description combinatoire du tore
de Mdbius. Enutilisant'ordinateur, on construitles matroides orien-
tées simpliciales (admissibles) pour le tore de Mébius qui ne con-
tient pas certains circuits, voir section 3. Pourtous ces types, on peut
trouver une réalisation.

On peut classifier fes différents types 4 la section 4 selon leur symé-
trie et la structure de faces de leur enveloppe convexe. On trouvera
a Ia section 5 un résultat d'isotopie respectant la symétrie du type
donné.

[ est utile de décrire les différents types de tores de Mébius réalisés




FIGURE 1

In the case of triangulated tori, a Steinitz type question is open, see
e.g. Barnette [5]. Another questionisthe following: can the complete
graph K., be embedded as an edge graph of a geometrical polyhe-
dral 2-manifold (without self-intersections) in 3-space? We think
that the methods presented here might be useful in some of those
problems as well.

Alistofall simplicial Mébius oriented matroids is given inthe Appen-
dix. A video tape of typical symmetric realizations of Mobius’ torus
was produced in 1986 by Jiirgen Richter-Gebert from Darmstadt
(computer graphics). the authars (coordinates). and U. Simon from
Siegen (video production). We thank J.M. Wills and the DFG for
some financial support.
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comme des sommets dans un graphe. Une composante connexe de
ce graphe est décrite de facon plus détaillée dans la section 5. On
prouve, a la section 6, que si I'on veut trouver toutes les matroides
orientées (simpliciales ounon), il suffit de considé reren premieriieu
celles qui sont simpliciales.

Dans Ie cas des tores triangulés. une question d u type de Steinitz
demeure ouverte, voir par exemple Barnette [5]. Une autre question
est la suivante: peut-on plonger le graphe complet K, considéré
comme le graphe d'arétes d’une 2-variété géomét rigue polyédrique
(sans auto-intersection) dans I'espace a trois di mensions? Nous
pensons que les méthodes présentées ici peuvent aussi étre utiles
dans I'approche de certains de ces problémes.

On trouvera en annexe une liste de toutes les matroides orientées
simpliciales de Mobius. Un film vidéo présentant les réalisations
symétrigues typiques du tore de Mobius a été produit en 1986 par
Jurgen Richter-Gebert de Darmstadt (graphisme sur ordinateur),
les auteurs (coordonnées) et U. Simon de Siegen (production vidéo).
Noustenonsaremercierd. M. Willsetle DFGpourle supportfinancier.

Lars de nos recherches, nous avons eu plusieurs discussions avec
différentes personnes. Nous les remercions toutes pour ces discus-
sions stimulantes: nous remercions tout particulie rement Christoph
Beck, Boris Bokowski, Ulrich Brehm, Jiirgen Richter-Gebertet Bernd
Sturmfels.

2. DESCRIPTION COMBINATOIRE DU TORE DE MIGBIUS

Le complexe combinatoire ¢, du tore de M6bius est donné par la
liste suivante de triangles, & comparer a Mébius [17, 11, p.552]:

124 134 t 2 3 4 5 6 7 1

235 245
346 356
457 467
561 571

672 612 4 5 6 7 1 2 3 4
713 723



62

During our investigations we had a lot of discussions with different
people. We thank all of them for the stimulating discussions, espe-
cially we thank Christoph Beck, Boris Bokowski, Ulrich Brehm, Jiirgen
Richter-Gebert and Bernd Sturmfels.

2. COMBINATORIAL DESCRIPTION OF MGBIUS’ TORUS

The combinatorial complex ¢,, of MGbius’ torus is given by the
following list of triangles, compare Mbius [17, |l p.552).

124 134 1.2 3 4 5 6 7 1

235 245
346 356
457 467
561 571

672 612 4 5 6 7 1 2 3 4
713 728

We denote by H,., the group of automorphisms of ¢,,. Its order is 42
and it is generated by T = (1234567) and p = (132645). Because of
this high order of combinatorial symmetry compared with Csaszar's
realization (which has a geometric symmetry of order 2), a naturai
question arose whether there is a realization admitting a higher
geometric symmetry.

One method to obtain a realization of Mébius’ torus at all was de-
scribed in Griinbaum [13, p.253] and in more detail in Altshuler [2]
by means of Schlegel diagrams of cyclic polytopes. Our aim in the
present paper is to give all types of realizations and especially the
symmetric-ones. This result was found by determining at first all
oriented matroids corresponding to possible realizations. This de-
scription is given in Section 3.

3. ORIENTED MATROIDS AND MATROID MANIFOLDS

A finite ordered set of points £=1{1,2,...,n} in the (d-1)-dimen-
sional space R~ (for the sake of simplicity in general position)
written in terms of homogeneous coordinates defines an (nx d)-
matrix over R.

On désignera par H., le groupe des automorphismes de ¢,,. Son
ordre est 42 et il est engendré par T = (1234567) et p = (132645).
Etant donné son grand ordre de symétrie combinatoire par rapport
a la réalisation de Csdszar (qui posséde une symétrie géométrique
d'ordre 2), il est naturel de se poser la question de |'existence d'une
réalisation admettant une plus grande symétrie géométrique.

On trouve dans Grinbaum [13, p.253] et avec plus de détails dans
Altshuler [2], une méthode permettant d’obtenir une réalisation du
tore de Mdbius par l'utilisation des diagrammes de Schiegel de
polytopes cycliques. Notre but ici est de donner tous les types de
réalisations et en particulier celles qui sont symétriques. Ce résultat
a été trouvé en déterminant en premier lieu toutes les matroides
orientées correspondant aux réalisations possibles. Cette descrip-
tion est donnée & la section 3.

3. MATROIDES ORIENTEES ET VARIETES MATROIDES

Un ensemble fini ordonné de points £=1{1,2,...,n} dans I'espace
R4-1 de dimension (d —1) (en position générale pour des raisons de
simplicité), écrit en termes de coordonnées homogénes définit une
matrice de dimension (nx d) sur R.

Le signe d’un sous-déterminant de dimension (@ d), formé des
lignes (A,,...,A,) de cette matrice (ol A€ {1,...,n}), sera noté par
signefa,,...,A,]. Ce signe nous informe de I'orientation du simplexe
de sommets (A,,...,A,). En particulier, ceci définit pour tout ke
{1,...,n} le coté du plan orienté aff(A,,..., &,,..., A} sur lequel se
situe le point A, .

L'information contenue dans signe[A,,...,A,] pour tous les sous-
ensembles de d éléments de (A,,...,A,) de £ estappelé la matroide
orientée de I'ensemble £.

Il apparait qu'une définition plus générale d’une matroide orientée
n'est pas seulement commode ; ¢’est la définition appropriée pour
plusieurs raisons. La définition 3.1 est 'une de toutes les définitions
possibles. L'ensemble de tous les d-tuples ordonnés de n éléments
est noté par A(n.d) ={(A,... A) |1 <A, <... <A <}




The sign of a (dxd )-subdeterminant formed of the rows (A,,...,A,)
of this matrix (with A, {1,...,n}) will be denoted by sign(a,,...,A,].
Thissigntelisustheorientation ofthe simplex withvertices (A,,..., A).
In particular, this defines for every ke{1,...,n} the side of the ori-
ented plane afffi,,..., A&,,...,A,} on which the point A, lies.

The information contained in sign[A,,...,A,] for all d-element sub-
sets of (A,,...,A,) of £ is called the oriented matroid of the point
set E.

It has turned out thata more generai definition of an oriented matroid
is not only convenient but the appropriate one for various reasons.
One definition of all possibie ones will be given in the Definition 3.1.
The set of all ordered d-tuples of n elements will be denoted by
And) ={(Aq,.. A |1 SA <o <A < b

3.1 Definition. A mapping x: A(n,d) — {-1,0,+1} or its unique
alternating extension . {1,...,n}¢— {-1,0,+1} is called an oriented
matroid of rank d with n points, if for all A e A(n,d+1) and for all
u e A(n,d-1) the set

{0 Ao Tl Xl by | Pl 04,

either contains {—1,+1} or equals {0}. The oriented matroid is called
simplicial if x(A(n,d)) g {-1,+1}.

The dependencies between all (¢ x d')-subdeterminants can be ex-
pressed inthe form 321 (<1)/ [Aq,.., Apyee o Mgyl by o gg A1 =
0. This shows that the condition in Definition 3.1 is fulfilled whenever
there exists a matrix of homogeneous coordinates, x(A,,...,A,) =
SignA,,...,A L.

3.2 Remark. In the simplicial case, an oriented matroid can be
defined to be a mapping x: A(n.d) — {-1,+1} with the following
property forits unique alternating extension y:{1,...,n}¢—{-1,+1}:
for ail o € A(n,d-2) and for all T € A(n,4), the set
{ KO+ g T T) * X(Oye: 0y T5,Ta)s
(O BT A(Op Oy Ty T,
X0y 10407 Ty) * X(0;,. .,od_z,rz,ta)}
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3.1 Définition. Une transformation x: A(n,d) — {-1,0,+1} ou son
unique extension alternée x;: (1,...,n}¢—{-1,0,+1 } est appelée une
matroide orientée de rang d a n points, si pour tout Ae A(n,d+1) et
pour tout w e A(n,d-1) 'ensemble

0 2 R ) b b)) | Tl 1))

ou bien contient {—1,+1}, ou bien est égal a{0}. La matroide orientée
est dite simpliciale si x(A(nd)) c{-1,+1}

Les dépendances entre tous les (d'x d )-sous-déterminants peuvent
tre exprimées sous laforme 3" 2+1 (=1) [Ay,..., Koy Ayl litgse s
H4_A;]=0. Cecimontre que lacondition de la définition 3.1 est véri-
fiée en autant qu'il existe une matrice de coordonnées homogénes,
XA hy) =SiONE[A,,. . AL

3.2 Remarqus. Dans le cas simplicial, une matroide orientée peut
Btre définie comme une application x: A(n,d) — {-1,+1} avec
la propriété suivante pour son unique extension alternée
x {1,...,n}9 — {-1,+1} : pour tout o e A(n,d—2) et pour tout
T e A(n,4), l'ensemble

{ X(Opr - Oy Ty Tp) * X(Oye /Oy T3 Ty)s
=X(Oy 00Ty Ty) * KOs+ 1O y_pr T2, Ty,
X(Oy- 1040 T, T) * %O .,Gd_z,‘tz,‘ca)}.

ou bien contient {-1,+1}, ou bien est égal 4 {0}.

3.3 Définition. On définit comme suit les circuits et les cocircuits
d’'une matroide orientée. Pour A e A(n,d-1) et w e A(n,d+1), on
définit G, G, €{-1,0,+1}" comme

Ci) = %Ay hggd) pouri=1,..,n

() ;={(—1)fx<u1,---,ﬁ,.-..,ud+1> si i=p,

0 autrement.
Maintenant o(x) :={£C, |ne A(m,d+1)}estI'ensemble des circuits
de x (les partitions de Radon dans le cas réalisable), et 0*(x) =
{£C; | » e A(n,d-1)} est I'ensemble de tous les cocircuits de
(hyperplans dans le cas réalisable).
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either contains {~1,+1} or equals {0}.

3.3 Definition. For an oriented matroid we define circuits and
cocircuits as follows.

Forie A(nd-1)andpe A(n,d+1)define G, G, e{-1,0+1}"tobe
CHi) =x My Ay f) fori=1,..,n

¢ (i) ¢={(—1)/x(u1,--.,If,,...,u,,+1) fi=p
0 otherwise.

Now o(x) :={%C, | 1€ A(n,d+1)}is the set of circuits of x (Radon
partitions in the realizable case), and 0*(x) :={£C;" | he A(n,d-1)}
is the set of all cocircuits of ¢ (hyperplanes in the realizable case).

An oriented matroid y of rank d with n vertices will be called affine
or acyclic if for all A e A(n,d+1) the set

G R WO WO R ST - 25

either contains {-1,+1} or equals {0}.

3.4 Definition. We callthe pair (x,c,,) of an affine oriented matroid
x: A(7,4) —{-1,0,+1} and the combinatorial complex c,,a matroid
manifold of Mébius’ torus if for every pair of an edge {/,/} and a
triangle {k,/,m} of the combinatorial complex ¢,,, there is no corre-
sponding circuit X of x with X+:= X-"({—1)) ¢ {i,j} and X~ =
X-({+1)) cik./,m}, and X+, X-=&. Thus in the case of realizability
of %, there are no self-intersections. For such a matroid manifold,
x will be called Mdbius oriented matroid.

Our definition of a matroid manifold generalizes the notion of a
matroid polytope and can be extended to more general complexes.

3.5 Definition. With af we denote the set of all matroid manifolds
of Mobius' torus, and with a4, the set of all simplicial matroid mani-
folds of Mébius’ torus.

Givenapermutation o:{1,...,n} = {1,...,n} and A ef1,...,n}% we

Une matroide orientée - de rang d & n sommets sera dite affine ou
acyclique si pour tout A e A(n,d+1) l'ensemble

(LR WOy WO RV =S O

ou bien contient {—1,+1}, ou bien est égal a {0}.

3.4 Définition. Lecouple(y,C,,) composé d’une matroide orientée
affine y: A(7,4) - {-1,0,+1} et du complexe combinatoire ¢,, sera
appelé variété matroide du tore de Mdbius si pour toute paire com-
posée d’une aréte {/,/} et d'un triangle {,/,m} du complexe combi-
natoire ¢,,, il n'existe aucun circuit correspondant X de y avec X* =
X (=) c i jh et X-:= X \({+1}) < th,m}, et X+, X-# . Ainsi,
dans le cas de la réalisabilité de y, il n’y a aucune auto-intersection.
Pour une telle variété matroide, y sera appelé une matroide orientée
de Mébius.

Notre définition d'une variété matroide généralise la notion de poly-
tope matroide et peut étre étendue & des complexes plus généraux.

3.5 Définition. On notera a1, I'ensemble de toutes les variétés
matroides du tore de Mabius, et 4, I'ensemble de toutes les variétés
matroides simpliciales du tore de Mébius.

Etantdonné une permutation o:{1,....nt—={1,....n} et Aell,... .},
on définit oA e{1,...,n9 par (oh),=o(A,). Avec une telle permuta-
tion o et une matroide orientée x & n sommets, on définit une nou-
velle matroide orientée oy:{1,...,n1"—{-1,0,+1t parA—= (o )(A):=
x(c-"(A)). oy représente la matroide orientée x dont on aurait renu-
méroté les sommets selon o. Le groupe de permutation S, agit sur
I'ensemble de toutes les matroides orientées de rang d & n sommets.

3.6 Définition. On dira que deux matroides orientées y et x” de
rang ¢ & n sommets sont H-équivalentes par rapport au sous-
groupe Hde S, si

oy=+y’ OuU oyx=-y pouruncerainaceH.

On s’intéressera particuligrement & la M, -équivalence, par laquelle
le groupe H,., des automorphismes du complexe combinatoire du




FIGURE 2

define ohell,....nt?by (oh),=o(2,). Forsuchapermutation o and
an oriented matraid y with n vertices, we define a new ariented
matraid oy {1....01" = {=1.0,+1} by A (o)(h):=»(c-"(A)).
oy represents the oriented matroid y with renumbered vertices ac-
cordingto o. The permutation group S, acts onthe set of all oriented
matroids of rank d with n vertices.

3.6 Definition. We call two oriented matroids y, x’ of rank @ with
n vertices H-equivalant with respect to the subgroup H of S, if

oy=+y or oyx=-y forsomeceh.

Especially, we are interested in A -equivalence, whereby the group
H-_ of automorphisms of the combinatorial complex of Mabius’
torus is considered.
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tore de Mébius est considéreé.

A l'aide de I'ordinateur, on détermine toutes les variétés matroides
du tore de Mobius qui sont des matroides orienté es simpliciales.

3.7 Théoreme. |lexiste 2 x 2772 matroides orientées simpliciales
qui sont des variétés matroides du tore de M8bius. Selon la A, -
équivalence, il existe exactement 72 types différent s. On trouveraen
annexe un représentant de chaque type.

Le nombre maximal de points extrémes est 6. Ceci fournit une ré-
ponse affirmative a la conjecture de Reay, en partic ulier le probleme
18.A3 dans [18].

3.8 Remargue. Toutes les matroides orientées & 7 sommets sont
réalisables, voir (8].

4. SYMETRIES DES MATROIDES ORIENTEES

Ondirad'un élémento: {1,....7) = {1.....7} du groupe d'automor-
phisme H. qu'il s’agit d'une symétrie de la variéte matroide x si et
seulement si

Oy =+ 0U ox=-%

Puisqu'une réalisation géométrique symétrigue induit une symétrie
dela matroide orientée correspondante, on a cherc hé des symétries
dans la classe de nos 72 variétés matroides du to re de Mobius.

4.1 Théoreme. Selon la H. -équivalence, il existe exactement 12
variétés matroides simpliciales symétriques dutore de Mdbius. L'or-
dre de symétrie est égal 2 dans chague cas. Une réalisation symé-
trique doit posséder une rotation de 180° comme automorphisme.
Les types d'enveloppes convexes sont 6 fois un tétraédre, 4 fois une
double pyramide au-dessus d’un triangle, et deux fois un polytope
placé surunetelle double pyramide. Les représentantstypiques sont
illustrés aux figures 4 a 7.

4.2 Remarque. Danschaque cas, onacy=+y. lasymétrie com-
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Using a computer, we determined all matroid manifolds of Mdbius’
torus which are simplicial oriented matroids.

3.7 Theorem. Thereare2 x 2772simplicial oriented matroids which
are matroid manifolds of MGbius’ torus. Up to H,. -equivalence there
are exactly 72 different types. A representant of each type is given in
the Appendix.

The maximum number of extreme point is 6. This gives an affirma-
tive answer to a conjecture of Reay, namely Problem 18.A3in [18].

3.8 Remark. All oriented matroids with 7 vertices are realizable,
see [8].

4. SYMMETRIES OF ORIENTED MATROIDS

We call an element ¢:{1,...,7} = (1,...,7} of the automorphism
group H., a symmetry of the matroid manifoid y if and only if

ox=+x OU ox=-%.

Since a symmetric geometric realization induces a symmetry of the
corresponding oriented matroid, we looked for symmetries in the
class of our 72 matroid manifolds of Mébius’ torus.

4.1 Theorem. Upto H_ -equivalence, there are exactly 12 symmet-
ric simplicial matroid manifolds of M&bius’ torus. The order of sym-
metry in each case is 2. A symmetrical realization has to have a
rotation of 180° as an automorphism. Convex hull types are 6 times
atetrahedron, 4 times a double pyramid over a triangle, and twice a
stack polytope over such a double pyramid. Typical representatives
are depicted in Figures 410 7.

4.2 Remark. inall cases we have oy =+, the combinatorial sym-
metry preserves orientation. Therefore a symmetric realization has
to have a symmetry with determinant +1.

4.3 Theorem. In all 12 cases of symmetric simplicial matroid

binatoire préserve I'orientation. Ainsi, une réalisation symétrique
doit posséder une symétrie de déterminant +1.

4.3 Théoréme. Pourchacundes 12 cas de variétés matroides sim-
pliciales symétriques du tore de Mdbius, la variété matroide est
symétriquement réalisable et, de plus, la propriété d'isotopie est
vérifiee méme dans la classe des réalisations symétriques.

Démonstration. On ne fournitla preuve que pouria matroide orien-
tée x,, (voir annexe) qui est un représentant typique des 12 cas.
X POSSede lasymétrie (6)(14)(23)(57). On peut facilement obtenir
une suite de résolution respectant la symétrie pour cette matroide
orientée.

La seule symétrie d’ordre 2 et de déterminant +1 est une rotation de
180° d’axe donné ; on peut ainsi, sans perte de généralité, choisir des
coordonnées homogenes respectant la symétrie ci-dessus comme
dans la matrice suivante.

N U W =

UGN

LT On n @
{

O ~0O —

QOoOnO—=—0O

(>

La symétrie fait en sorte que seuls les déterminants suivants sont
essentiels, et a, b, ¢, d représentent une réalisation de la matroide
orientée si et seulement si toutes ces variables constituent une so-
lution du systéme d'inéquations suivant;

[1234] = +4a >0
[1235]= +2a-2b -2ac >0
[1236] = +2a -2>0
[1237]= +2a-2b +2ac >0
[1245]) = -2b - 2ad <0
[1246] = -2<0
[1247] = -2b +2ad <0
[1256} = + b+ c-d + ad -1>0
[1257) = +2ad +2bc-2bd >0
[1267] = -b+c-1d + ad +1< 0
{1356] = -b-c¢-d + ad +1<0
[1357] = +2ad -2bc-2bd >0




manifolds of M8bius’ torus, the matroid manifold is symmetrically
realizable and, moreover, the isotopy property holds even in the
class of symmetric realizations.

Proof. We give the proof only for the oriented matroid yx,,, (cf. Ap-
pendix) which is typical for all the 12 cases. yx,, has the symmetry
(6)(14)(23)(57). One can get easily a solvability sequence for this
oriented matroid, that respects the symmetry.

The only symmetry of order 2 with determinant +1 is a rotation of
180° with fixed axis, so without loss of generality we can choose
homogeneous coordinates respecting the above symmetry as given
in the following matrix.

t 11 0 1 0
2|1 a 0 -
311 a2 0 1
411 0 -1 0
501 b ¢ ¢
gt 1 0 0
71 b ¢ -0

Because of the symmetry, only the following determinants are es-
sential, and a, b, ¢, d represent a realization of the oriented matroid
if and only if ail variables solve the following system of inequalities;

[1234] = +4a >0
[1235] = +2a-2b -2ac >0
[1236] = +2a -2>0
[1237]= +2a-2b +2ac >0
[1245] = -2b ~2ad <0
[1246] = -2<0
[1247]) = -2b +2ad <0
[1256] = +b+c-4d + ad -1>0
[1257] = +2ad+2bc-2bd >0
[1267] = -b+c¢-4d + ad +1<0
[1356] = -b-c¢c-4d + ad +1< 0
[1357] = +2ad -2bc~-2bd >0
[1367] = +b-c¢c-4d + ad <0
[1456) = -2d <0
[1457) = -4bd <0
[1567] = -2d +2bd >0
[2356] = -2c +2ac <0
[2357] = +4ac - 4be <0
[2567] = -2c +2be <0
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[1367) = +b-c¢-4d + ad <0
[1456] = -2d <0
[1457) = -4bd <O
[1567] = -2d +2bd >0
[2356] = -2¢ +2ac <0
[2357] = +4ac -4bc <0
[2567) = -2¢ +2be < 0.

Par des arguments utilisant la condition du signe de la matroide
orientée issue des relations de Grassmann-Pliicker, ainsi que la
symétrie, on peut réduire le systéme a

d>0, b>1, -¢>0, a-b+ac >0,
b-ad>0, ad+bc-bd>0, b+c+d—ad-1>0,

qui contient toute I'information du systéme initial, C'est-a-dire que x
est réalisable si et seulement si les 7 inéquations sont résolubles en
a b, c et d etdeplus, toutes les réalisations peuventétre construites
a partir du dernier systéme. On omettra la preuve de cette équiva-
lence qui a été réalisée a I'aide de I'ordinateur.

La réduction finale a la main est directe et on 'ometira également.

La propriété d’isotopie du théordme est ensuite démontrée de fagon
semblable au cas non symétrique. Le théoréme 4.3 estainsi démon-
tré pour cet exemple typique.

5. LE GRAPHE DES VARIETES MATROIDES SIMPLICIALES DU
TORE DE MOBIUS

Le graphe G(,) est défini comme suit: ses sommets sont les élé-
ments de A, et il y a une aréte entre deux variétés matroides sim-
pliciales du tore de Mobius x et %" si et seulement s'il existe exacte-
ment un A € A(7,4) tel que x(A) = x'(A).

Le théoréme suivant nous fournit une propriété gl obale du graphe
des matroides orientées de Mdbius. Rappelons que H, estengendré
par les permutations p et t définies & la section 2.

5.1 Théoréme. G(a,)possede 12composantesconnexes. Soient
Acet B lescomposantes connexes contenant les matroides orientées




Arguments using the oriented matroid sign condition from
Grassmann-Pllicker relations together with symmetry reduce the
system to
d>0, b>1, -¢>0, a-b+ac>0,
b-ad>0, ad+bc-bd>0, b+c+d-ad-1>0,

which still contains the full information, that is,  is realizable if and
only if the 7 inequalities are solvable in &, b, ¢, d, and in addition, all
realizations can be constructed from the remaining system as well.
We omit the computer aided proof for this equivalence.

The final reduction by hand is straightforward and will be omitted
here.

The isotopy property of the theorem is now achieved in a similar
manner as in the non-symmetrical case. Thus Theorem4.3 s proved
for this typical example.

5, THE GRAPH OF SIMPLICIAL MATROID MANIFOLDS OF
M0BIUS’ TORUS

We define a graph G(#,) as follows: the vertices are the elements
of a4, and two simplicial matroid manifolds of Mobius’ torus y and
x’ are joined by an edge if and only if there is exactly one A e A(7,4)
with x(A)} # x'(A).

The foliowing theorem provides a global property of the graph of
Mdbius oriented matroids. Recall that A, is generated by the permu-
tations p and 1, as defined in Section 2.

5.1 Theorem. G () has 12components of connectivity. Let Aand
B denote the components of connectivity that contain the oriented
Matroids ;.. X0 ANA Xgy1- -+ Xpag. reSPECtively (cf. Appendix).
Then the 12 connected components are given by £p/d and £p'B,
where i =0,1,2. Ali these components +p’A and +p/B contain only
oriented matroids H,,-equivalent to one of the oriented matroids

At 1Xa2a OF Appr--»Xpags TESPECHiVElY.

5.2 Remark. Let g":= G(,)/H,,denote the graph we obtain from

Xatr - Xaza B Xpyoo+ -+ Xoag» TESPECtiVEMENt (voir annexe). Alors, les
12 composantes connexes sont données par +p/A et +p/B, ou
i=0,1,2. Toutes ces composantes £p’Aet +p/B ne contiennent que
des matroides orientées A, -équivalentes & I'une des matroides orien-
165 X,11- 1 Xaza OU Xppo+ - 1 Xpag» FESPECtivEMENt,

5.2 Remarque. Soit g” = G(a4,)/H,, le graphe obtenu de G(#;)
en identifiant deux sommets de G(a,) s'ils sont M., -équivalents.
G’ posséde alors 2 composantes connexes, A/ H;, et B/H,.,.

Le graphe A contient le sous-graphe A, illustré 4 ia figure 3. Un 4-
tuple a la frontiére désigne I'orientation A qui change dans la ligne ou
la colonne correspondante. Soient ov=(14)(23)(57) la symétrie des
matroides orientées x,,,...,x,s et B = (13)(47)(56) la symétrie de
X4 (Ona o'=ccet B-'=P.) cestune symétrie, ainsiles graphes
A, et aA;ont les matroides orientées x,,,,...,x,s €1 commun, et A,
et oA, peuvent étre ici collés 'un sur I'autre. De la méme fagon, on
peut coller ensemble A, et BA,, qui ont le sommet y,,, en commun.
Ici, on obtient les 4 arétes additionnelles ¥ ,; — B3+ Xa11 — BXz1a:

Xats — Blatr €t Xazs — PXas-

En général, pour une permutation v, le sous-graphe yA, peut étre
collé & (yoy~')yA, = yod, en utilisant les matroides orientées
Yoapr - Y Xase 6 8 YBA, €n utilisant yyx,,, (dans ce dernier cas, on
obtiendra encore 4 arétes additionnelles). Finalement, on obtient un
graphe composé de 14 copies renumérotées de A, :

Ay— BA,— BaA, — BaBA, — ... — (Bt A,.

Nousavons maintenant (cp)é=identité, donc (o) p=ar est vérifié,
ainsi le dernier sous-graphe de cette suite doit étre collé au premier.
Decette construction, onobtientlacomposanteconnexe A de G(4,).

Nous n'aborderons pas la structure plus complexe de B. (Figure 3)

6. REALISATIONS NON SIMPLICIALES

Cette section est consacrée aux réalisations non simpliciales. On
verra qu’il est suffisant de connaitre &, pour trouver toutes les




FIGURE 3

A a5 — a6
0
| | (2345
ad — a7 — a8
| | | (aus6)
a3 — a9 — al0— a1
| \ | [ (a87)
a2 — 312 — 313 — ald — a24
l | | | (2467)
al — al5 — a1 — at7 — a18
| | | l 1 (2587)
219 — a20 — a21 — 322 — a23

(1356)
(1357)
(1367)
(1237)
{1236)

G(2,) byidentifying twovertices of G(4,) iftheyare H. -equivalent.
Then g’ has 2 connected components, namely A/H,, and B/H,,.

The graph A contains the subgraph A, shown in Figure 3. A4-tuple
at the boundary denotes the orientation A that changes in the corre-
sponding row or column. Let o= (14)(23)(57) denote the symmetry
of the oriented matroids x,,.... %, and p=(13)(47)(56) denote the
symmetry of x,,,- (We have o' =t and B~'=P.) arisasymmetry,
so the graphs A, and oA, have the oriented matroids y,,,...,x,s in
common, and A, and oA, can be glued together here. In the same
way, one can glue together A, and BA,, which have the vertex y,,,
incommon. Here, one gets the 4 additional edges x,3 — BX,03: Xa11

— BXatsr Xate ™ Bt €1 X3 — Bis-

In general, for a permutation v, the subgraph yA, can be glued
together with (yoy~")yA, = yod, using the oriented matroids
YXatr- Y Xa5 ANd With YBA, using vy, (in the latter case, one gets
4 additional edges again). Finally, one obtains a graph of 14 renum-
bered copies of A,

A, — BA,— oA, — BapA, — ... — (Bo)BA, .

Now we have (af)? = id, hence (aB)®B = a holds, so the last
subgraph in this sequence has to be glued together with the first.
With this construction, one obtains the component of connectivity
A of g(a,).

We do not discuss the more complicated structure of B. (Figure 3)

6. NON-SIMPLICIAL REALIZATIONS

This section is devoted to non-simplicial realizations. It will be seen
that it is sufficient to know a4, in order to find all matroid manifolds
of M6bius’ torus (i.e. the set a1).

6.1 Theorem. For all M&bius oriented matroids x, € 2 and all
A e A(7,4) with o(A) =0, there exist x,, x_ € M such that

2=+, x (A)=-1
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variétés matroides du tore de Mobius (c'est-a-dire 'ensemble ).

6.1 Théoréme. Pourtoutes matroides orientées de Mbius ;e 2
ettout A e A(7,4) tels que x,(A) =0, il existe ., x_e 9 tels que

XA =+ x (A)=-1

%) = x%o(M) = x_(A) pour tout & e A(7,4) \ (A} .

et

De plus, il existe des réalisations R,, R, et R_dex,, x, et de x_,
respectivement, et une isotopie qui transforme R, en A, eten A_.

Démonstration. Soit x, € 2. Sans perte de g&néralité, on peut
supposer que x,(A) = 0 pour & = (1,2,3,4). Si 2 = (1,2,3,4), on
renumérote les sommets de x, selon un certain ¢ € S,. La matroide
orientée y, est réalisable. Soit A,=(x,...., X,) une réalisation de ;.
On désigne par x(R) la matroide orientée correspondant a A.

On procéde en montrant qu'il existe un point X, efx,,....x,}, une
direction v et une valeur (suffisamment petite) ¢ > O tels que pour
les matroides orientées x, = X(R,) de R, = (X,,-...X T tU,....X;),
ona

M=+, xM=-1
%.(A) =%o(A) = x_(A) pour tout L e A(7,4) \{A} et
XL EM.

(L'isotopie est alors donnée par t— (X,,...,X,+T4,....X,): [-1,t] =
(R3))

Si t est suffisamment petit, aucune nouvelle inte rsection entre les
arétes et les triangles du complexe combinatoire ¢, n"apparaitra.

On parle dans ce cas d’un mouvement admissible du point x,. Pour
ie{1,2,3,4}, onconsidereles plans H déterminés par les enveloppes
affines des sous-ensembles de {x,,...,x;} qui sont des contraintes
pour notre point x,, c’est-a-dire que le déterminant correspondant a
un A e A(7,4) contenant i s'annule, x,(A)=0. Onappelle untel plan
H une contrainte linéaire pour x,. Parexemple, H:=aff{x,....,x,} est
une contrainte linéaire pour x,, X,, x; t x,.
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and (M) =% =x_(A) forall e A(Z4)\ (R}

Moreover, there are realizations R,, R, and R_of x,, x, and
X, respectively, and an isotopy which transforms A, into R, and
into R_.

Proof. Let x, e be given. Without loss of generality, we may
assume x,(A) =0forA=(1,2,3,4). IfA=(1,2,3,4), we renumber the
vertices of y, according to some ¢ € S,. The oriented matroid y,, is
realizable. Let R, = (x,,...,x,) be a realization of x,. By x(R), we
denote the oriented matroid corresponding to R.

We proceed inshowing thatthereis apoint x.e {x,,...,x,}, adirection
u and a (sufficiently small) t > 0 such that for the oriented matroids
x:=X(R,) of R, = (x,...x; £ tu,...,x,), we have

M=+, xN=-1, _
%) = 1) =% (M) forall A e A(7,4)\ (A} and
A EM.

(The isotopy is then given by t— (X,,....X + Tl,....X,): [-4t] =
(R

If t is sufficiently small, no new intersections between edges and
triangles of the combinatorial complex ¢,, will occur.

In this case, we speak of an admissible motion of the point x;. For
i €{1,2,3,4} we consider those planes H determined by affine hulls
of subsets of{x,,...,x,} which are constraints for our point x,, i.e. the
determinant corresponding to a A e A(7,4) containing / vanishes,
Xq(A) = 0. We call such a plane H a finear constraint for x,. For
example, H.=aff{x,,...,x,} is alinear constraint for x,, x,, x,and x,.

The following lemma holds for more general situations.
Lemma. No plane affinely spanned by points of Ry=(x,,...,x,) with

X(R,) € & contains more than 4 points of R,, and no line affinely
spanned by points of A, contains more than 2 points of R,.

Le lemme suivant est valide dans des situations plus générales.

Lemme. Aucun plan engendré de fagon affine par des points de
Ry=(x,,....X;) ol X(R,) € M ne contient plus de 4 points de A,, et
aucune droite engendrée de fagon affine par des point de A, ne
contient plus de 2 points de A,.

Ceci est une conséquence de la complétude du graphe-aréte du tore
de Mdbius et du fait que le graphe complet K, n’est pas planaire.

On tente maintenant de choisir un point x, pour un mouvement
admissible et on a & considérer les cas suivants: (k) = (1),...,(4),
pour lesquels dans le cas (k) le point x, est contenu dans exactement
k contraintes linéaires.

Les cas (1) et (2) sont triviaux par rapport & (3).

Dans le cas (3), on voit que, ou bien les 3 contraintes linéaires se
rencontrent en exactement un point (c'est-a-dire, en x,) et le mou-
vement admissible se situe le long de 1a droite d’intersection des
contraintes linéaires différentes de aff{x,, x,, x;, X}, ou bien les trois
contraintes linéaires se rencontrent en une droite. Mais ce dernier
cas est impossible & cause du lemme et parce que nous n'avons que
7 points en tout.

Dans le cas (4), on sait par le cas précédent que chaque triplet de
contraintes linéaires posséde exactement un point d'intersection.
On montre dans ce qui suit que ceci ne peut survenir simultanément
pour tous les points x,, x,, x; et x,. Si cela arrive, on utilise

(i) affix,,...,x,} est une contrainte linéaire,

(ii) deux contraintes linéaires différentes ne possédent pas plus de
2 points de R, en commun,

(iii) chaque paint x;, /{1,2,3,4} doit appartenir & au moins 4 con-
traintes linéaires.

Ceci implique nécessairement la liste suivante de contraintes liné-
aires de y, (ici, / désigne x).




This follows from the completeness of the edge graph of Mdbius’
torus and from the fact that the complete graph K; is not planar.

Now we trytochoose point x, foran admissible motion firstand have
to consider the following cases (k) = (1),...,(4), where in case (k)
point x, is contained in exactly k linear constraints.

Cases (1) and (2) are trivial compared with (3).

In case (3), we find either that ail 3 linear constraints meet in exactly
one point (i.e. in x,) and the admissible motion is along the intersec-
tion line of those linear constraints different from aff{x,, x,, x;, x,}, or
that all 3 linear constraints meetin a line. But the last case is impos-
sible because of the Lemma and because we have only 7 points
together.

In case (4) we know from the last case that every 3 linear constraints
meet in exactly one point. We show in the following that this can not
happen for all points x,, x,, X, and x,, simultaneously. If it does, we
use

(iy afflx,....x}is alinear constraint,

(ii) two different linear constraints have not more than 2 points of
R, in common,

(iii) each point x,, /e{1,2,3,4} must be contained in at least 4 linear
constraints.

This implies necessarily the following list of linear constraints of x,
(here jdenotes x,):

afff1 2 3 4 }
aff{ 1 2 56 }
afff1 3 5 7}
aff{ 1 4 67}
affft 2 3
afft 2 45 7}
aff{ 3456 }

7

afff1 2 3 4 }
aff{ 1 2 56 }
a1 3 5 7}
aff{ 1 4 67}
afff 2 3 6 7}
aft 2 456 7}
aff{ 3456 )

D’aprés le lemme, il n’existe pas d'autre A.tel que x,,(1)=0. Ainsi, | x,|
est uniquement déterminé, et définit ia matroide sous-jacente cor-
respondante comme le dual de la matroide de Famo qu’on sait non
réalisable. Cette contradiction termine la preuve d u théoréme 5.

Le théordme suivant traite d'un énonceé inverse.

6.3 Théoréme. Et@tdonnées deux matroides orientées de Mdbius
X, ety_dans » et A € A(7 4) tels que

XM=+, 1 @)=-1
ot 1) = %(A) = x_(A) pour tout & € A(74) \ (A,

Alors la transformation x,: A(7,4) — {-1,0+1} olt x,(A) =0 et
Xo(A) = x,(A) pour tout A e A(7,4)

est encore une matroide orientée et, de plus, x, € M.

6.4 Remarque. Cette affirmation demeure vraie méme lorsque a4
est 'ensembie de toutes les variétés matroides correspondant & un
complexe combinatoire bidimensionnel.

Démonstration. (du théoréme 6.3) On doit démontrer (a) que ¥,
est une matroide orientée affine, et (b) que x, ne contient aucun
circuit inadmissible de la variété de Mabius.

(a) Poury,: A(7,4) —{-1,0,+1} (avec son unique extension alter-
née), on montre que pour tout A € A(7,5): I'ensemible

Sn =ty T g L1, B

ou bien contient (=1,+1}, ou bien est égal  {0}. Il suffit de considérer




72

There are no more A with x,(A) =0 because of the Lemma. Thus| x|
is defined uniquely and defines the corresponding underlying matroid
to be the dual of the Fano matroid which is known to be non-realiz-
able. This contradiction finishes the proof of Theorem 5.

The next theorem deals with a converse statement.

6.3 Theorem. Given two Mdbius oriented matroids y, and x_in &
andA e A(74) with _

XA =+ 3 (A)=-1
and %0 =% =x_(\) forall A e A(7,4) \ (A},
Then the mapping x,: A(7,4) = {~1,0,+1} defined by x,(A) =0
and %N =%, (A) forall A e A(7,4)

is again an oriented matroid and, moreover, x, € M.

6.4 Remark. This assertion carries over whenever 2f is the set of
alt matroid manifolds corresponding to a 2-dimensional combinato-
rial complex.

Proof. (of Theorem 6.3) We have to show (a) that x, is an affine
oriented matroid, and (b) that y, does not contain an unallowed
circuit of the Mdbius manifold.

(a) Fory, A(7.4) — {-1,0,+1} (with its unique alternating exten-
sion) we show for all A € A(7,5): the set

RN () EPA W W W FET VN1

either contains {-1,+1} or equals {0}. It suffices to consider those
A=(A,.....A5) e A(7,5) suchthatforthegivenA=(2,,... As) € A(7,4)
we have {A,,.... A} = {A,,... &gk x,(A) = O shows that Sm = {0},
hence

Sm 2141 and S o141},

because %, and _are affine,

Now write down the sets

seulement les A= (A,,....A5) € A(7,5) qui sont tels que pour un A=
(A Ag) € A(7,4) donné, on ait {,,... A} c (A, AgL . (A) # 0
montre que S, , = {0}, donc

S ,2-1+1 et S 2141,

car y, et x_sont affines.

Inscrivons maintenant les ensembles

S =t -l L

S =ttt

ou XI(X) est le premier nombre. Les ensembles ne différent qu’a

cette entrée. Considérons
onv}\ ={01-' '1_1 gt -,+1 ,...}|

pour voir que {-1+1} = § , . Geci démontre que x, est affine.
La propriété de matroide orientée est observée de fagon similaire
comme suit. x, est une matroide orientée, si pour tout A e A(7,5) et
pour tout € A(7,3) 'ensemble
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ou bien contient {~1,+1}, ou bien est égal & {0}. Soient A € A(7,5) et
W € A(7,3) choisis de fagon arbitraire, mais fixés, et considérons
I'ensemble de produits

{0 Holbobptigh) < Xl Ko hg) [ 101, 51
et les 4-tuples correspondants utilisés comme arguments.

Si A apparait au plus une fois, on en viendra & la conclusion de la
méme fagon que plus haut.

Si A apparalt au moins deux fois, on a

7\' = {up“zsu@)\v,‘} = {)\,1,. . .,7:;,. . -1)\’5}
pourun choixappr_opriéde ietj(i=j).0npeutsupposer,sansperte
de généralité, que A =(abcd), A= (abcde) etu=(abc). On peutalors
gcrire 'ensemble de la fagon suivante




where Xﬂ) is the first number. The sets differ only at this entry.
Consider

S‘Lu,)wz{0""’_1"“’+1""}’

tosee{-1,+1}c S, , . This shows that x, is affine.

The oriented matroid property is seen in a similar way as follows.
X, i an oriented matroid, if for all A € A(7,5) and for all w e A(7,3)
the set

S =N oot taA) gl R hg) [ (1, 51
gither contains {—1,+1} orequals {0}. Let A e A(7,5) and n e A(7,3)
be arbitrary, but fixed, and consider the set of products

{0 xalbybpbtgA) - o ) i, 5
and the corresponding 4-tuples used as arguments.

If & occurs at most once, we come to the conclusion in the same way
as above.

If & occurs at least twice, we have

A={ iy = A, KA
for suitable /, j and / # /. Without loss of generality we assume A =
(abed), =(abcde) and = (abe). The set can now be written down
as follows

S

Yo
Yolabec) - y(abde), ~x,(abed) - y,(abce), y,(abce) - y,(abd)}

= {xo(abea) - 1,(bcde), —,(abeb) - yy(acde),

and equals {0}.

(b) Assume x, contains an unallowed circuit X. Without loss of
generality, let X* = {4,5} and X- < {1,2,3}, compare Definition 3.4,
% = (%, \{6)) \ {7} is again an affine chirotope. We can assume that
7% is one of the following types:
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S ., = {xo(abca) - Xo(bcde), —x,(abeb) - x,(acde),

P

xolabee) - x (abde), —x,(abed) -y (aboe), y,(aboe) - x,(abed )}
et est égal & {0}.

(b) Supposons que , contient un circuit inadmissible X. Sans
perte de généralité, soient X* < {4,5} et X- = {1,2,3}, a comparer a
la définition 3.4. % = (x,\1{6}) \ {7} est encore un chirctope affine.
On peut supposer que  est de ['un des types suivants :

1234 +++++++ +++++++ 0000000 O
1235 ——————— 0000000 --—--—-- 0
1245 -0--00- -0--00- -0--00- O
2345 --0-0-0 --0-0-0 --0-0-0 O
3145 ---0-00 ---0-00 ---0-00 O

Mais dans chacun de ces cas, 'un ou 'autre de x, oudey,_contient
un circuit inadmissible ou n’est pas affine. On a ainsi démontré le
théoréme 6.3.

Les deux précédents théorémes ménent au corollaire suivant.

6.5 Corollaire. Soient R, et R, deux réalisations de variétés ma-
troides simpliciales du tore de Mdbius appartenant a la méme com-
posante connexe du graphe G(a4,). Il existe alors un mouvement
continuamenant R, a R, sansavoiraquitter laclass e des réalisations
des matroides orientées de Mébius.

Nous sommes maintenant en mesure de donner u ne réponse com-
pléte au probléme 18.A5 de [18]. Deux réalisations géométriques A,
et R, du tore de Mobius sont dites équivalentes s’ il existe un mou-
vement continu des sept sommets de A, vers les sommets de A,. En
se basant sur le corollaire 6.5 et le théoréme 5.1, on peut aisément
vérifier le fait suivant.

6.6 Théoréme. La relation d'équivalence définie ci-dessus induit
une partition de 'ensemble de toutes les réalisations du tore de
Mobius en exactement 2 classes.

Les 24 premiéres matroides orientées de I'annexe appartiennent a
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1234 +++++++ +++++++ 0000000 O

1235 ——————- 0000000 -—---—-- 0
1245 —0--00- -0--00- -0--00- 0
2345 --0-0-0 --0-0-0 --0-0-0 0
3145 —-=-0-00 ---0-00 ---0-00 0

Butinallthese cases either y, ory_contains an unallowed circuit or
is not affine. Thus we have proved Theorem 6.3.

The last two Theorems lead to the following corollary.

6.5 Corollary. Fortwo realizations R, and R, of simplicial matroid
manifolds of Mébius’ torus belonging to the same connected com-
ponent of the graph g(a4,), there is a continuous motion taking R,
to A, such that the class of realizations of Mébius oriented matroids
has not to be left.

Now, weareableto give acompleteanswerto Problem 18.A5in [18].
Two geometric realizations R, and AR, of M&bius’ torus are said to be
equivalent, if there is a continuous motion of the seven vertices of R,
into the vertices of A,. Putting Corollary 6.5 and Theorem 5.1 to-
gether, the following fact is now easily seen to be true.

6.6 Theorem. The equivalence relation defined above partitions
the set of all realizations of Mdbius’ torus into exactly 2 classes.

The first 24 oriented matroids in the Appendix belong to realizations
to one ofthese classes, let us call it the a-class. The other 48 oriented
matroids belong to the other class, which we will call the b-class.

Thus, the conjecture in [18] that follows Problem 18.A5 is true, but
the second conjecture mentioned thereafter, namely that two reali-
zations with different number of exposed vertices are not equivalent,
is wrong. Forexample, Csaszér’s torus is a realization of y ,,, and has
5 exposed vertices, and this realization is equivalent to any realiza-
tion of ,, which has only 4 exposed vertices.

A closer inspection reveals the following phenomena: firstly, in any
realization of the a-class, e.g. the path 1 — 4 — 7 runs around the

des réalisations de I'une de ces classes; appelons-la la classe a. Les
48 autres matroides orientées appartiennent a l'autre classe, qu'on
appellera la classe b.

Ainsi, la conjecture qui suit le probléme 18.A5 dans [18] est vraie,
mais la seconde conjecture présentée plus loin, affirmant que deux
réalisations ayant un nombre différent de sommets exposés ne sont
pas équivalentes, est fausse. Parexemple, le tore de Csdszér est une
réalisation de y,,, et posséde 5 sommets exposés, et cette réalisa-
tion est équivalente a n'importe quelle réalisation de ;,, qui ne pos-
séde que 4 sommets exposés.

Une inspection plus minutieuse révele le phénoméne suivant : en
premier lieu, dans n'importe quelle réalisation de la classe a, par
exemple le chemin 1 — 4 — 7 tourne autour du «trou » du tore,
tandis que dans n'importe quelle réalisation de la classe b, il tourne
au travers du trou (c'est-a-dire, « autour du corps») du tore.

Deuxiemement, il est en fait possible de trouver un mouvement
continu débutanta une quelconque réalisation du tore de Mdbius qui
esttopologiquement équivalentala « rotation » d’untore rond autour
de son cercle intérieur. (Dans le cas d’une réalisation de Ja classe a,
ce mouvement correspond a un chemin dans le graphe G(#4,) pas-
sant par chacun des sous-graphes Ay, A,, BarA,, ... quisont décrits
a la section 5.)

7. REALISATIONS SYMETRIQUES

En conclusion, on démontre la forme de quatre variantes essentiel-
les de réalisations symétriques du tore de Mébius. On a tracé dans
chaque cas les projections orthogonales du modele en étapes suc-
cessives de complétude. L'illustration suivante contient toujours les
triangles précédents, les nouveaux triangles sont hachurés et ils
sont situés par-dessus les précédents. On donne grossiérement la
hauteur de chaque point par les valeurs croissantes 0, +, ++, +++,
++++. On peut, dans une certaine mesure, choisir arbitrairement la
valeur exacte. Ceci est aisément observable par la structure particu-
ligre de chaque exemple.




“hole” ofthe torus, whereas in any realization fromthe b-class it runs
through the hole (i.e. “around the body”) of the torus.

Secondly, itis in fact possible to find a continuous motion of starting
atany realization of MObius’ torus that is topologically equivalent to
the “rotation” of a round torus around the circle in its interior. (In the
case of a realization from the a-class, this motion corresponds to a
path in the graph G(2,) that passes each of the subgraphs A;, BA,,
BaA,,... that are described in Section 5.

7. SYMMETRIC REALIZATIONS

In conclusion, we demonstrate the shape of four essential variants
of symmetric realizations of Mdbius’ torus. In each case we have
drawn orthogonal projections of the model in successive stages of
completeness. The next picture always contains the previous trian-
gles, the new triangles are striped, and they are located on top of the
foregoing. The height of each pointis given roughly by the increasing
values 0, +, ++, +++, ++++. The exact value can be chosen arbitrarily
uptoacertainextent. Thisis seen easily fromthe particular structure
for each example.

Figure 4 shows Csaszar's example with the extreme points 1, 2, 3,
4,7 and the symmetry (2)(13)(47)(56), (type a24).
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La figure 4 montre |'exemple de Csaszar avec com me points extré-
mes 1,2, 3, 4, 7 et comme symétrie (2)(13)(47)(56), (type a24).

De la liste des bases signées

signe(1234] =+  signe[1235] =+  signe[1236] = - signe[1237] = -
signe[1245)=-  signe[1246] =~  signe(1247]=- signe[1256] = -
signe[1257] =~ signe[1267]=-  signe{1345] =+ signe[1346] = +
signe[1347]=+  signe[1356] =+  signe{1357] =+ signe[1367] = +
signe[1456] =+  signe[1457] =+  signe[1467] =+ signe{1567] = +
signe[2345) =-  signe[2346] =~  signe[2347] =~ signe[2356] = -
signe[2357)=-  signe[2367] =~  signe[2456] =~ signe[2457) = -
signe[2467] =+  signe[2567] =+  signe[3456]=- signe[3457} = -
signe[3467) =-  signe[3567]=-  signe[4567] =-

il est maintenant facilement vérifiable que les points 1, 3, 4 détermi-
nent une face. Ou que le plan contenant 1, 2, 4 sépare 5de 3,6, 7.

L’exemple suivant, la figure 9, tient lieu de représentant pour les
types a1,...,a5 selon le choix des points 5 et 7.

Lafigure 6tient lieu de représentant pour les matroides orientées de
Mébius b1, b2 ou b3 selon le choix des points 5 et 7.

Enfin, (a figure 7 montre les types de réalisations correspondant a
b46, b47 ou b48 selon le choix des points 6 et 7.
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From the list of signed bases

sign{1234] = +
sign[1245] = -
sign[1257) = -
sign[1347] =+
sign[1456) = +

sign{2345] = - sign[2346) = -
sign[2357] = - 8ign[2367) = -
sign[2467) =+ sign[2567] =+
sign{3467) = - sign[3567] =~

sign[1235] = +
sign[1246] = -
sign[1267} =-
sign[1356] = +
sign[1457) =+

+
+

sign[1236] = - sign[1237] =
sign[1247]) = - sign[1256] =
sign[1345] =+ sign{1346] = +
sign[1357] =+ sign[1367] =
sign{1467] = + sign[1567] =
sign[2347] = - sign[2356] =
sign[2456] = - sign[2457] =
sign(3456] = — sign[3457] =
sign[4567] = -

it is now easy to check that the points 1, 3, 4 determine a facet. Or
that the plane containing 1, 2, 4 separates 5 from 3, 8, 7.

The next example, Figure 5, stands as a representative for types
al,...,a5 depending on the choice of the points 5 and 7.

Figure 6 stands as a representative for the Mébius oriented matroids
b1, b2 or b3 depending on the choice of the points 5 and 7.

Finally, Figure 7 shows the realization types corresponding to b46,
b47 or b48 depending on the choice of the points 6 and 7.
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APPENDIX / ANNEXE

TABLE 2 / TABLEAU 2

Symmetries in the symmetric cases
(see also Figures 4-7):

Symétries dans les cas symétriques
(voir aussi les figures 4-7).

(6)(14)(23)(57)
(6)(14)(23)(57)
(6)(14)(23)(57)
(6)(14)(23)(57)
(6)(14)(23)(57)
(2)(13)(47)(56)
(6)(14)(23)(57)
(6)(14)(23)( 57)
(6)(14)(23)(57

b46 (3)(15)(24)(67)
247 (3)(15)(24)(67)
048  (3)(15)(24)(67)

TABLE 1/ TABLEAU 1

List of all simplicial Mbius matroid manifolds
{up to H,,-equivalence). Signed bases 1234, 1235,

1236, ...

4567

Liste de toutes les variétés matroides simpliciales
de Mdbius (4 une H,-équivalence pras). Bases si-

gnées 1234, 1235, 1236, ...

o [ BBl oo o
W O~NOOT AWN -

o
—_
—_

al2

EYK]
al4
a15
a1é

al7
al8
alg
a20

a21
a22
a23
a24

, 4567
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b28

bh29
b30
b31
b32

b33
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b37
b3s8
b3g
b40

bd1
b42
b43
b44

b45
b46
b7
bd8
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