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Yl l l l~~  

ALL R H l ! T l O M  
OF MOBIM' TORUS 
WITH 7 VERTICES 

ABSlRACT 

We provide all geometric polyhedral realizations of Mobius' torus 
with 7 vertices. There are no simplicia1 realizations having a higher 
geometric symmetry than Csaszar's. We confirm two conjectures 
about the realization space of Mobius' torus posed by J. Reay. Above 
all, the article shows oriented matroids to be a useful tool for inves- 
tigating polyhedral structures. 

1. INTRODUCTION 

This article can be viewed as a contribution to the more general 
framework of computational synthetic geometry: for a geometric 
object we are given some properties (e.g. the combinatorial list of all 
faces of a polyhedron), and we ask for a decision of whether the 
geometric object does exist as an embedding in Euclidean space of 
fixed dimension. In the following oriented matroids play a crucial 
role. Introducing oriented matroids in this context has proven to be 
useful in many instances, see[9]. 

TOUTES LES RhLlSATlONS 
DU TORE DE MOBIUS 
AVEC SEPT SOMMETS 

Nous presentons toutes les realisations geometriques polyedriques 
du tore de Mobius avec sept sommets. II n'existe pas de realisation 
simpliciale possedant une plus grande symetrie geometrique que 
celle de Cshszhr. Nous confirmons deux conjectures enoncees par 
J. Reay a propos de I'espace de realisation du tore de Mobius. Par 
dessus tout, cet article montre que les matro'ides orientees sont des 
outils efficaces pour la recherche de structures polyedriques. A. 

1. INTRODUCTION 

On peut considerer cet article comme une contribut ion a la structure 
plus generale de la geometrie calculatoire synthetique : etant don- 
nees certaines proprietes d'un objet geometrique (par ex. la liste 
combinatoire de toutes les faces d'un polyedre), on cherche une 
regle de decision qui permettrait de determiner s i  I'objet geom6- 
trique peut exister comme un plongement dans un espace euclidien 
de dimension donnee. Dans ce qui suit, les matroi'des orientees 
jouent un r81e crucial. L'introduction dans ce contexte des matro'ides 
orientees s'est averee utile dans bien des cas, voir [9]. 
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The combinatorial description of a torus with seven vertices was first 
given by Mobius in 1861 [17]. It is not known whether Mobius knew 
a polyhedral realization, i.e. a polyhedral realization without self- 
intersections. Reinhard’s version with 7 vertices of a cube given in 
1885 [19] has a symmetry of order 3. It cannot be considered as a 
polyhedral realization in our sense because it must have self-inter- 
sections as a by-product of our investigations. 

Csaszar’s realization was published in 1949 [ l l ] .  It hasasymmetry 
of order 2, and this seems to be the first polyhedral realization of 
Mobius’torus at all. Csaszar did not mention Mobius’ result. Since 
Csaszar, different realizations of Mobius’torus were found, see e.g. 
Grunbaum [13, p.2531, Altshuler [ l ] .  They were used as examples 
for different purposes, see e.g. Sarkaria [20], and to have one par- 
ticular realization at all seemed to be sufficient in these papers. 

In this article, we present a systematic and complete description of 
all types of Mobius’toruswith an emphasis on symmetric polyhedral 
realizations. We confirm two conjectures about the realization space 
of Mobius’ torus posed by J. Reay in [ la ] ,  Problems 18.A3 and 
18.A5. Among our results we have in particular: there are no reali- 
zations having a higher geometric symmetry than Csaszar’s. 

We start with the combinatorial description of Mobius’torus in Sec- 
tion 2. Using a computer we construct those (allowable) simplicial 
oriented matroids for Mobius’ torus which do not contain certain 
circuits, see Section 3. For all these types, a realization can be found. 

The different types can be classified in Section 4 according to sym- 
metry and the facial structure of their convex hull. An isotopy result 
respecting the symmetry of the given type will be given in Section 5. 

It isconvenientto describethe differenttypesof realized Mobius’tori 
as vertices in a graph. One connected component of this graph is 
described in more detail in Section 5. In Section 6 we prove that, in 
order to find all (simplicial and non-simplicial) oriented matroids, it 
suffices to consider the simplicial ones first. 

La description combinatoire d’un tore a sept sommets a d’abord ete 
donnee par Mobius en 1861 [17]. On ne sait pas si Mobius connais- 
sait une realisation polyedrique, c’est-a-dire une realisation polye- 
drique sansauto-intersection. Laversion de Reinhard, en 1885 [19], 
avec sept sommets d’un cube, possede une symetrie d’ordre 3. On 
ne peut la considerer comme une realisation polyedrique selon notre 
definition car, en consequence de nos recherches, elle doit avoir des 
auto-intersections. 

Larealisation deCsaszaraetepublieeen 1949[11]. Ellepossede une 
symetrie d’ordre 2, et semble Gtre la toute premiere realisation po- 
lyedrique du tore de Mobius. Csaszar n’avait pas mentionne le resul- 
tat de Mobius. Depuis Csiszar, on a trouve diverses realisations du 
tore de Mobius; voir, parexemple, Grunbaum [13, p.2531, Altshuler 
[ 11. On lesa utilisees a titre d’exemples dans differents buts, voir, par 
exemple, Sarkaria [20], et dans ces articles, il apparait suffisant de 
ne presenter qu’une realisation particuliere. 

On presente ici une description systematique et complete de tous les 
types de tores de Mobiusen privilegiant les realisations polyedriques 
symetriques. On confirme deux conjectures concernant I’espace de 
realisation du tore de Mobius avancees par J. Reay dans [18], pro- 
blemes 18.A3et 18.A5. Parmi nos resultats, on aen particulier celui- 
ci: il n’existe pas de realisation possedant une plus grande symetrie 
geometrique que celle de Csaszar. 

On debute, a la section 2, avec la description combinatoire du tore 
de Mobius. En utilisant I’ordinateur, on construit les matro’ides orien- 
tees simpliciales (admissibles) pour le tore de Mobius qui ne con- 
tient pascertains circuits, voirsection 3. Pourtous ces types, on peut 
trouver une realisation. 

On peut classifier les differentstypes a la section 4 selon leursyme- 
trie et la structure defaces de leur enveloppe convexe. On trouvera 
a la section 5 un resultat d’isotopie respectant la symetrie du type 
donne. 

II est utile de decrire les differents types de tores de Mobius realises 
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FIGURE 1 

In the case of triangulated tori a Steinitz type question is open see 
e g Barnette [5]  Another question is thefollovmg can thecomplete 
graph K12 be embedded as an edge graph of a geometrical polyhe- 
dral 2-manifold (without self-intersecttons) in 3-space7 We think 
that the methods presented here might be useful in some of those 
problems as well 

Alistofallsimplicial Mobiusoriented matroids isgiven inthe Appen- 
dix A video tape of typical symmetric realizations of Mobius' torus 
was produced in 1986 by Jurgen Richter-Gebert from Darmstadt 
(computer graphics) the authors (coordinates) and U Simon from 
Siegen (video production) We thank J M Wills and the DFG for 
some financial support 

commedes sommets dans un graphe. Une composante connexe de 
ce graphe est decrite de fa$on plus detaillee dans la section 5. On 
prouve, a la section 6, que si I'on veut trouver toutes les matro'ides 
orientees (simplicialesou non). i l  suffitdeconside reren premier l ieu 
celles qui sont simpliciales. 

Dans le cas des tores triangules. une question d u type de Steinitz 
demeure ouverte, voir par exemple Barnette [5] .  Une  autre question 
est la suivante: peut-on plonger le graphe complet K12 considere 
comme le graphe d'aretes d'une 2-variete geomet rique polyedrique 
(sans auto-intersection) dans I'espace a trois di mensions? Nous 
pensons que les methodes presentees ic i  peuvent aussi i t r e  utiles 
dans I'approche de certains de ces problemes. 

On trouvera en annexe une liste de toutes les matro'(des orientees 
sirnpliciales de Mobius. Un film video presentant les realisations 
symetriques typiques du tore de Mobius a ete produit en 1986 par 
Jurgen Richter-Gebert de Darmstadt (graphisme sur ordinateur). 
lesauteurs (coordonnees)et U. Simon de Siegen (production video). 
NoustenonsaremercierJ.M.Willset le DFGpourie supportfinancier. 

Lors de nos recherches nous avons eu plusieurs discussions avec 
differentes personnes Nous les remercions toutes pour ces discus- 
sionsstimulantes nous remercionstout particulie rement Christoph 
Beck Boris Bokowski Ulrich Brehrn Jurgen Richter-Gebertet Bernd 
Stu rmfels 

2. DESCRIPTION COMBINATOIRE DU TORE RE MOBIUS 

Le complexe combinatoire L - ~ ,  du tore de Mobius est donne par la 
liste suivante de triangles, a comparer a Mobius [17. I I ,  p.5521: 

134 17A 1 2 3 4 5 6  7 1  IL I 

235 
346 
457 
561 
672 

I "  I 

245 
356 
467 
571 
61 2 3 5 6 7 1 2 3  

713 723 
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During our investigations we had a lot of discussions with different 
people. We thank all of them for the stimulating discussions, espe- 
ciallywethankChristoph Beck, Boris Bokowski, Ulrich Brehm, Jurgen 
Richter-Gebert and Bernd Sturmfels. 

2, COMBINA TORIAL DESCRIPTION OF MOBIUS’ TORUS 

The combinatorial complex c, of Mobius’ torus is given by the 
following list of triangles, compare Mobius [17, I1 p.5521. 

124 
235 
346 
457 
561 
672 

1 34 
245 
356 
467 
571 
61 2 

1 2 3 4 5 6 7 1  

4 5 6 7 1 2 3 4  

713 723 

We denote by HcMthe group of automorphisms of c,. Its order is 42 
and it is generated by z = (1234567) and p = (132645). Because of 
this high order of combinatorial symmetry compared with Cshszdr’s 
realization (which has a geometric symmetry of order 2), a natural 
question arose whether there is a realization admitting a higher 
geometric symmetry. 

One method to obtain a realization of Mobius’ torus at all was de- 
scribed in Grunbaum [13, p.2531 and in more detail in Altshuler [2] 
by means of Schlegel diagrams of cyclic polytopes. Our aim in the 
present paper is to give all types of realizations and especially the 
symmetric ones. This result was found by determining at first all 
oriented matroids corresponding to possible realizations. This de- 
scription is given in Section 3. 

3. ORIENTED M TROIDS AND MATROID MNIFOLDS 

A finite ordered set of points E={1,2, ..., nl  in the (d-1)-dimen- 
sional space Rd-’ (for the sake of simplicity in general position) 
written in terms of homogeneous coordinates defines an (n x d ) -  
matrix over R. 

On designera par Hc, le groupe des automorphismes de c,. Son 
ordre est 42 et il est engendre par z = (1234567) et p = (132645). 
Etant donne son grand ordre de symetrie combinatoire par rapport 
a la realisation de CsAsz6.r (qui possede une symetrie geometrique 
d’ordre 2), il est nature1 de se poser la question de I’existence d’une 
realisation admettant une plus grande symetrie gkometrique. 

On trouve dans Grunbaum [13, p.2531 et avec plus de details dans 
Altshuler [2], une methode permettant d’obtenir une realisation du 
tore de Mobius par I’utilisation des diagrammes de Schlegel de 
polytopes cycliques. Notre but ici est de donner tous les types de 
realisations et en particulier celles qui sont symetriques. Ce resultat 
a ete trouve en determinant en premier lieu toutes les matro’ides 
orientees correspondant aux realisations possibles. Cette descrip- 
tion est donnee a la section 3. 

3. M TROibES ORlENl&S ET VARIETES MRlOibDES 

Un ensemble fini ordonne de points E = 11,2,. . .,nI dans I’espace 
Rd-l de dimension (d-1) (en position gendrale pourdes raisons de 
simplicitb), Bcrit en termes de coordonnees homogenes definit une 
matrice de dimension (n x d )  sur R. 

Le signe d’un sous-determinant de dimension ( d x  d ) ,  forme des 
lignes (hi,. . . , A d )  de cette matrice (ou h , ~  {l, ..., nl), sera note par 
signe(h, ,. . . ,hd].  Ce signe nous informede I’orientation du simplexe 
de sommets (hi,.  , . ,Ad) ,  En particulier, ceci definit pour tout k~ 
(1 ,..., nl le cote du plan orient4 affIh, ,..., h, hdl sur lequel se 
situe le point h,. 

L’information contenue dans signe[h,,.. . ,Ad] pour tous les sous- 
ensembles de d elements de (A, ,. . . , A d )  de E est appele la matroi‘de 
orientee de I’ensemble E. 

A 

II apparait qu’une definition plus generale d’une matro’ide orientee 
n’est pas seulement commode ; c’est la definition appropriee pour 
plusieurs raisons. La definition 3.1 est I’une de toutes les definitions 
possibles. L’ensemble de tous les d-tuples ordonnes de n elements 
est note par ~ ( n , d )  := ((hi ,. . .,hd) I 1 I A, < . . < hd I n1. 
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The sign of a (dxd)-subdeterminant formed of the rows ( A l , .  . . , A d )  
ofthis matrix(with hi€ (1 ,. . .,nI) will be denoted bysign[h, ,. . . , A d ] .  
This sign tellsustheorientationofthesimplexwithvertices(h, ,. . . ,Ad) .  
In particular, this defines for every k ~ { l , .  . . ,n}  the side of the ori- 
ented plane affih,,. , . ,  Ak,.  . . , A d }  on which the point A, lies. 

The information contained in sign[h, ,. . , , A d ]  for all d-element sub- 
sets of @ . , , . . . , A d )  of € is called the oriented matroid of the point 
set €. 

It has turned out that a more general definition of an oriented matroid 
is not only convenient but the appropriate one for various reasons. 
One definition of all possible ones will be given in the Definition 3.1. 
The set of all ordered d-tuples of n elements will be denoted by 

A 

A(n,d) :={(A1 ,..., 1,) 11 2 h, < ... < I d <  n}. 

3.1 Definition. A mapping x :  A(n,d) + {-l,O,+l}  or its unique 
alternating extension x :  (1 ,, , . ,nId+ {-1,0,+1I is called an oriented 
matroidofrankd with npoints, if for all h ~ A ( n , d + l )  and for all 
p ~ A ( n , d - l )  the set 

either contains (-1 ,+I} or equals (01, The oriented matroid is called 
simplicial if x ( h ( n , d ) )  E I-1 ,+1}. 

The dependencies between all ( d x  d)-subdeterminants can be ex- 
pressed in the form C;;; (-l)'[hl ,..., .,..., hd+,][pl ,..., pd- , ,h i ]=  
0,Thisshowsthatthecondition in Definition 3.1 isfulfilled whenever 
there exists a matrix of homogeneous coordinates, ~ ( h , , . .  . , Id )  = 
sign [ h, , . . . , A d ] .  

3.1 Ddfinition. Une transformation x :  A(n,d)  -+ ( - l ,O ,+ l I  ou son 
uniqueextensionalterneex: {l, , , . ,nld+~-l,O,+l Iestappelee une 
matroi'deorient~ederangdsnpoints, si pour tout h ~ A ( n , d + l )  et 
pour tout p ~ A ( n , d - l )  I'ensemble 

A { (-1 ) '  ' x(h1 ! a  I I I hi,. , . phd,,) x(p1,. .?pd-1 Phi) 1 i i1 ! .'d+l I]! 
ou bien contient (-1 ,+l}, ou bien est egal a1Ol. La matro'ide orientee 
est dite simplicialesi X(A(n,d)) E I-1 ,+I}. 

Les dependances entre tous les (dxd)-sous-determinants peuvent 
&re exprimees sous la forme 1,":; [h,, . . . , hi,. . .Ad+, 1 [p,,. . . , 
pd-,,hi] =O. Ceci montreque laconditiondeladefinition3.1 estveri- 
fiee en autant qu'il existe une matrice de coordonnees homogknes, 
~ ( h ,  ,. . , ,hd) = signe[h, ,. . . , A d ] .  

h 

3.2 Remarque. Dans le cas simplicial, une matroi'de orientee peut 
&re definie comme une application x :  A(n,d) + {-l,+ll avec 
la propriete suivante pour son unique extension alternee 
x :  {I ,  ..., nId + {-l,+l} : pour tout o ~ A ( n , d - 2 )  et pour tout 
r ~A(n,4), I'ensemble 

( x(01,. . .r'd-21Tl rT2) ' x(O, !' ",'d-2?T3rr~)t 

-x(01! 8 . .9od-2?T1 !r3) * x(  I ' . , 3°d-2VT2 jT4) 9 

x(o1,. a .!Od-2l7llT4) * x(019. ' *90d-29T23T3))! 

ou bien contient 1-1 ,+11, ou bien est egal h {OI, 

3.3 Ddfinition. On definit comme suit les circuitset les cocircuits 
d'une matro'ide orientee. Pour h ~ ~ ( n , d - l )  et p EA(n,d+l),  on 
definit C;, C,, ~1-1,0,+1}~ comme 

C,*(i) : = ~ ( h ,  ,..., hd-l,i) pour i= 1 ,, . .,n 

(-1 )'x(pl,. . ., p,,. . .,pd+,) si i= pi 
autrement. 0 

c,, ( i )  := [ A 

Maintenant o(x) :={kc,, I p~A(n ,d+ l ) }es t  I'ensembledescircuits 
de x (les partitions de Radon dans le cas realisable), et o*(x) := 
{kc,* I h ~ A ( n , d - l ) }  est I'ensemble de tous les cocircuits de x 
(hyperplans dans le cas r6alisable). 
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either contains I-1 ,+1 I or equals {Ol. 

3.3 Definition. For an oriented matroid we define circuits and 
cocircuits as follows. 

For h~ A(n,d-1 ) and p E h(n,d+l ) define C;, C, E I-1,0,+11 to be 

C;( i )  :=x(L1 ,..., hd-l, i)  f o r i = l ,  ..., n 
A 

C,(j) :={ (-')'X(f'+!...! p/!...?pd+l) if j=p/ 
0 otherwise. 

Now O ( x )  :={kc, I p ~ A ( n , d + l ) l  is the set of circuits of x (Radon 
partitions in the realizable case), and o*(x) :={kc; 1 L ~ A ( n , d - l ) l  
is the set of all cocircuits of x (hyperplanes in the realizable case). 

An oriented matroid x of rank d with n vertices will be called afline 
or acyclicif for all h ~ A ( n , d + l )  the set 

((-1)l. x(h1 ,..., h, , . . . ,  A ~ + ~ )  ~ i E ( 1 ,  . . . ,  d+l)) 
A 

either contains 1-1 ,+I1 or equals (01. 

3.4 Definition. We call the pair (x,c,) of an affineoriented matroid 
x: A(7,4) + {-1,0,+11 and the combinatorial complex c,a mafroid 
manifold of Mobius' torus if for every pair of an edge { i ,  jl and a 
triangle {k, / ,m] of the combinatorial complex c,, there is no corre- 
sponding circuit X of x with X+ := X-l({- l  I )  c { i , j l  and X- := 
%-l({+11) L {k, / ,rnl ,  and X+, X - + 0 .  Thus in the case of realizability 
of x, there are no self-intersections. For such a matroid manifold, 
x will be called Mlibius oriented matroid. 

Our definition of a matroid manifold generalizes the notion of a 
matroid polytope and can be extended to more general complexes. 

3.5 Definition. With M w e  denote the set of all matroid manifolds 
of Mobius' torus, and with Ms the set of all simplicia1 matroid mani- 
folds of Mobius' torus. 

Givenapermutation o:{l, ..., n l+l l ,  . . . ,  nl and h ~ t l ,  ..., n l d ,  we 

Une matroide orientee x de rang d a n sommets sera dite affineou 
acydique si pour tout h EA(n,d+l )  I'ensemble 

((-1 ) J  - X(L,, . . ., L, ,. . . , L ~ + J  ~ i E (1,. . . ,d+l I], A 

ou bien contient I-1 ,+11, ou bien est egal a {Ol.  

3.4 Definition. Lecouple (x,c,) compose d'une matro'ideorientee 
affine x: A(7,4) + 1-1,0,+11 et du complexe combinatoire c, sera 
appele variete rnatroi'de du tore de Mobius si pour toute paire com- 
posee d'une ar&e ( i , j l  et d'un triangle {k,/ ,ml du complexe combi- 
natoire c,, il n'existe aucun circuit correspondant Xde x avec X+:= 
X-'(I-11) rIi,jl  et X-:=X-l(I+lI) ~ { k , / , m l ,  et X+, X - + 0 .  Ainsi, 
dans le cas de la realisabilite de x, il n'y a aucune auto-intersection. 
Pour une telle variete matroi'de, x sera appele une rnafroi'de orienfee 
de Mobius. 

Notre definition d'une variete matroide generalise la notion de poly- 
tope matro'ide et peut &re etendue a des complexes plus generaux. 

3.5 Definition. On notera M, I'ensemble de toutes les varietes 
matroidesdu torede Mobius, et MsI'ensemble detoutes lesvarietes 
matro'ides simpliciales du tore de Mobius. 

Etantdonneunepermutation o : { l , .  . . , n l+{ l , .  . .,nl et L E { ~ , .  . . ,n Id ,  
on definit o h ~ l l ,  . . . ,  n ldpar  (oh),=o(L,).Avec une telle permuta- 
tion o et une matro'ide orientee x a n sommets, on definit une nou- 
vellematro'ideorientee ox:{l,. . . ,nP+{-l  ,O,+llparh-(ox)(h):= 
x(o-l(h)). ox represente la matro'ide orientee x dont on aurait renu- 
merote les sommets selon o. Le groupe de permutation S, agit sur 
I'ensemble de toutes les matro'ides orienteesde rang da n sommets. 

3.6 Definition. On dira que deux matro'ides orientees x et x' de 
rang d a n sommets sont H-equivalentes par rapport au sous- 
groupe H de S,,, si 

ox = +x' ou ox = -x' pour un certain o E H. 

On s'interessera particulierement a la Hcv-equivalence, par laquelle 
le groupe H,, des automorphismes du complexe combinatoire du 
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define oh6 (1 , . . . ,  r i d  by(ok),=o(ILl) ,  Forsuch apermutation o a n d  
an oriented matroid x with n vertices, we define a new oriented 
matroid ox: { l , . , , ,n) ' ;+  {-l,O,+l} by ?.H (o~)(h):=~(o-'(A)). 
ox represents the oriented matroid x with renumbered vertices ac- 
cording to o. The permutation group S,acts on the set of all oriented 
matroids of rank d with n vertices. 

3.6 Definition. We call two oriented matroids x, x' of rank d with 
n vertices H-equivalant with respect to the subgroup H of S, if 

0% = +x' or ox = -x' for some o E H 

Especially, we are interested in H, -equivalence whereby the group 
H, of automorphisms of the combinatorlal complex of Mobius' 
torus is considered 

FIGURE 2 
~ 

tore de Mobius est considere. 

A I'aide de I'ordinateur, on determine toutes les varietes matro'ides 
du tore de Mobius qui sont des matro'l'des orientees simpliciales. 

3.7 Theoreme. I I  existe 2 x 2772 matroides orientees simpliciales 
qui sont des varietes rnatroides du tore de Mobi us  Selon la H, - 
equivalence, 1 1  existe exactement 72 types different s On trouveraen 
annexe un representant de chaque type 

Le nombre maximal de points e x t r h e s  est 6. Ceci fournit une re- 
ponse affirmative a la conjecture de Reay, en partic ulier le probleme 
18.A3 dans [18]. 

3.8 Remarque. Toutes les matro'l'des orientees a 7 sommets sont 
realisables, voir [8]. 

4. SYMETRIES DES MATROIDES ORIENTEES 

On dira d'un element o: { I , . .  , ,7] + { l , .  . , ,7) du groupe d'automor- 
phisme H,., qu'il s'agit d'une symetrie de la variete'matroide x si et 
seulement si 

oy,=+x ou ox=-x.  

Puisqu'une realisation geometrique symetrique indui t  une symetrie 
de la matro'ide orientee correspondante, on a cherc he des symetries 
dans la classe de nos 72 varietes matroides du to re de Mobius. 

4.1 Theoreme. Selon la H,.,,,-equivalence. i l  existe exactement 12  
varietes rnatro'l'dessimpliciales symetriques du tore de Mobius. L'or- 
dre de syrnetrie est egal a 2 dans chaque cas. Une realisation syme- 
trique doit posseder une rotation de 180" cornme automorphisme. 
Les types d'enveloppes convexes sont Gfois un tetraedre, 4 fois une 
double pyramide au-dessus d'un triangle, et deux fois un polytope 
place sur une telle double pyramide. Les representants typiques sent 
illustres aux figures 4 a 7 .  

4.2 Remarque. Dans chaque cas, on a o x = + x ,  lasymetrie corn- 
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2 
3 
4 

Using a computer, we determined all matroid manifolds of Mobius' 
torus which are simplicialoriented matroids. 

1 1 0 1 0  
1 a 0 - 1  
1 a 0 1  
1 0 - 1  0 

5 l b c d  
6 1 1 0 0  

3.7 Theorem. Thereare2 x 2772simplicialoriented matroidswhich 
are matroid manifolds of Mobius'torus. Up to Hc;equivalence there 
are exactly 72 different types. A representant of each type is given in 
the Appendix. 

The maximum number of extreme point is 6. This gives an affirma- 
tive answer to a conjecture of Reay, namely Problem 18.A3 in [18]. 

3.8 Remark. All oriented matroids with 7 vertices are realizable, 
see [8]. 

4. SYMMETRIES OF ORIENTED MATROIDS 

We call an element o: 11 ,..., 71 + 11 ,..., 71 of the automorphism 
group Hc, a symmetv of the matroid manifold x if and only if 

ox=+x ou O X = - &  

Since a symmetric geometric realization induces a symmetry of the 
corresponding oriented matroid, we looked for symmetries in the 
class of our 72 matroid manifolds of Mobius' torus. 

4.1 Theorem. Up to Hc;equivalence, there are exactly 12 symmet- 
ric simplicial matroid manifolds of Mobius'torus. The order of sym- 
metry in each case is 2. A symmetrical realization has to have a 
rotation of 180" as an automorphism. Convex hull types are 6 times 
a tetrahedron, 4 times a double pyramid over a triangle, and twice a 
stack polytope over such a double pyramid. Typical representatives 
are depicted in Figures 4 to 7. 

4.2 Remark. Inall cases we haveox=+X, the combinatorial sym- 
metry preserves orientation. Therefore a symmetric realization has 
to have a symmetry with determinant +1. 

4.3 Theorem. In all 12 cases of symmetric simplicial matroid 

binatoire preserve I'orientation. Ainsi, une realisation symetrique 
doit posseder une symetrie de determinant +1. 

4.3 ThdorBme. Pourchacun des 12casdevarietes matro'idessim- 
pliciales symetriques du tore de Mobius, la variete matro'ide est 
symetriquement realisable et, de plus, la propriete d'isotopie est 
verifiee meme dans la classe des realisations symbtriques. 

Ddmonslration. On ne fournit la preuve que pour la matro'ide orien- 
tee xb2 (voir annexe) qui est un representant typique des 12 cas. 
xb2 possede lasymetrie (6)(14)(23)(57). On peutfacilementobtenir 
une suite de resolution respectant la symetrie pour cette matroi'de 
orientee. 
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manifolds of Mobius’ torus, the matroid manifold is symmetrically 
realizable and, moreover, the isotopy property holds even in the 
class of symmetric realizations. 

1 1 0 1 0  
1 a 0 - 1  
l a 0 1  
1 0 - 1  0 

5 l b c d  
6 1 1 0 0  

Proof. We give the proof only for the oriented matroid xb2 (cf. Ap- 
pendix) which is typical for all the 12 cases. xb2 has the symmetry 
(6)(14)(23)(57). One can get easily a solvability sequence for this 
oriented matroid, that respects the symmetry. 

[1367]=  + b -  c - d + ad c o  
[1456] = - 2 d  c o  

[2356] = - 2 c  + 2 a c  < o  
[2357] = + 4 a c  - 4 b c  c o  
[2567] = - 2c + 2bc c o  

[1457] = - 4 b d  < 0 
[ 15671 = - 2 d  + 2 b d  > 0 

Par des arguments utilisant la condition du signe de la matroide 
orientee issue des relations de Grassmann-Plucker, ainsi que la 
symetrie, on peut reduire le systeme a 

d > O ,  b > l ,  - c > O ,  a - b + a c > O ,  
b - a d  > 0, ad+ bc- bd > 0, b+ c +  d - a d -  1 > 0, 

qui contient toute I’information du systeme initial, c’est-a-dire quex 
est realisable si et seulement si les 7 inequations sont resolubles en 
a,b, c et d, etdeplus, toutesles realisations peuventQtreconstruites 
a partir du dernier systeme. On omettra la preuve de cette equiva- 
lence qui a ete realisee a I’aide de I’ordinateur. 

La reduction finale a la main est directe et on I’omettra Bgalement. 

La propriete d’isotopie du theoreme est ensuite demontree de faCon 
semblableau cas non symetrique. Le theoreme4.3 estainsi demon- 
tre pour cet exemple typique. 

5. LE GRAPHE DES VARIETES MATRO~ES SlMpLlClALES DU 
TORE DE MOBllB 

Le graphe G(MJ est defini comme suit: ses somrnets sont les ele- 
ments de Ms et il y a une arete entre deux varietes matroi’des sim- 
pliciales du tore de Mobius x et x’si et seulement s’il existe exacte- 
ment un h. E A(7,4) tel que ~ ( h . )  # x’(L).  

Le theoreme suivant nous fournit une propriete gl obale du graphe 
des matro’ides orientees de Mobius. Rappelons que HcMestengendrB 
par les permutations p et z definies a la section 2. 

5.1 ThBorBme. G(MJ possede 12 composantesconnexes. Soient 
A et B lescomposantes connexescontenant les matroi’des orientees 
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Arguments using the oriented matroid sign condition from 
Grassmann-Plucker relations together with symmetry reduce the 
system to 

d > O ,  b > l ,  - c > O ,  a - b + a c > O ,  
b - a d > O ,  ad+ bc- b d >  0, b + c + d - a d - 1  > 0, 

which still contains the full information, that is, is realizable if and 
only if the 7 inequalities are solvable in a, b, c, d, and in addition, all 
realizations can be constructed from the remaining system as well. 
We omit the computer aided proof for this equivalence. 

The final reduction by hand is straightforward and will be omitted 
here. 

The isotopy property of the theorem is now achieved in a similar 
manneras in the non-symmetrical case. ThusTheorem 4.3 is proved 
for this typical example. 

5. THE GRAPH OF SIMPLICIA1 MA TROlD MANIFOLDS OF 
MOBIW TORUS 

We define a graph F(MJ as follows: the vertices are the elements 
of Ms, and two simplicia1 matroid manifolds of Mobius' torus x and 
fare joined by an edge if and only if there is exactly one h E A(7,4) 
with ~ ( h )  + ~ ' ( h ) .  

The following theorem provides a global property of the graph of 
Mobius oriented matroids. Recall that Hc,is generated by the permu- 
tations p and T, as defined in Section 2. 

5.1 Theorem. G(MJ has12componentsofconnectivity. LetAand 
B denote the components of connectivity that contain the oriented 
matroids xal, .  . . ,xaZ4 and xbl , .  . . , x ~ ~ ~ ,  respectively (cf. Appendix). 
Then the 12 connected components are given by kp'A and kp'B, 
where i = 0,1,2. All these components kp'A and fpiB contain only 
oriented matroids Hc;equivalent to one of the oriented matroids 
xal,...,xaZ4 or & ! . . . & 4 8 '  respectively. 

5.2 Remark. Let $:= G(Ms)/HcMdenote the graph we obtain from 

xa1 ,. . , ,xaZ4 et xb, ,. , , , x ~ , , ~ ,  respectivement (voir annexe). Alors, les 
12 composantes connexes sont donnees par kp'A et kpB, ou 
i=O,1,2. Toutes ces composanteskpIA et kp'B ne contiennent que 
des matroi'des orientees HcLequivalentesa I'une des matroides orien- 
tees zal,, , . ,xaZ4 ou xbl,. . I , x ~ ~ ~ ,  respectivement. 

5.2 Remarque. Soit G' := F ( M J / H ~ ~  le graphe obtenu de G(MJ 
en identifiant deux sommets de G(MJ s'ils sont Hc;equivalents. 
G' possede alors 2 composantes connexes, A/Hc, et B/HcM. 

Le graphe Acontient le sous-graphe A, illustre a la figure 3. Un 4- 
tuplea lafrontiere designe I'orientation hqui  change dans la ligne ou 
la colonne correspondante. Soient a= (14)(23)(57) la symetrie des 
matro'ides orientees xal,. . .,zas et P = (13)(47)(56) la symetrie de 
xaZ4. (Ona a-l=a et p-l=p.) aestunesym&ie,ainsilesgraphes 
A, et ad, ont les matroides orientees xal,. . .,xa5 en commun, et A, 
et ad, peuvent 6tre ici colles I'un sur I'autre. De la rntme faqon, on 
peut coller ensemble A, et PA,, qui ont le sommet xaZ4 en commun. 
Ici, on obtient les 4 ar6tes additionnellesX,,- PxaZ3, xall - Pxala, 
Xal8 - PXall et Xa23 - P x a 8  ' 

En general, pour une permutation y, le sous-graphe pl, peut Qtre 
colle a (yay-')yA, = yaA, en utilisant les matro'ides orientees 
yxal,,  , . ,yxa5, et a ypA, en utilisant yxaZ4 (dans ce dernier cas, on 
obtiendraencore 4 arttes additionnelles). Finalement, on obtient un 
graphe compose de 14 copies renumerotees de A, : 

A, - PA, - PaA, - PaPA, - . . . - (Pa)6PAo 

Nousavons maintenant (ap)G=identite, donc(ap)6p=a estverifie, 
ainsi le dernier sous-graphe de cette suite doit 6tre colle au premier. 
Decetteconstruction, on obtient IacomposanteconnexeA de G(MJ. 

Nous n'aborderons pas la structure plus complexe de B. (Figure 3) 

6. REAUSA TlONS NUN SIMP1 IClAL ES 

Cette section est consacree aux realisations non simpliciales. On 
verra qu'il est suffisant de connaitre Ms pour trouver toutes les 
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FIGURE 3 

a5 - a6 

I I (2345) 

a4 - a7 - a8 

I I 1 12456) 

a3 - a9 - - l o - a l l  

I 1 I 1 (2457) 

a2 - a12 - a13 - a14 - a24 
I l l 1  (2467) 

A, 

a1 - a15 - a16 - a17 - a18 
l l l l l  (2567) 

a19 - a20 - a21 - a22 - a23 

s;(Ms) byidentifyingtwoverticesof s;(Ms) iftheyare Hc;equivalent. 
Then s;' has 2 connected components, namely A/Hc, and B/HcM. 

The graph A contains the subgraph A, shown in Figure 3. A4-tuple 
at the boundary denotes the orientation h that changes in the corre- 
sponding roworcolumn. Leta=(14)(23)(57)denotethesymmetry 
of the oriented matroidsx,,, ...,x ,,and P=(13)(47)(56) denote the 
symmetryofx,,,. (We havea- '=a and P - l = P . )  aisasymmetry, 
so the graphs A, and do have the oriented matroids xal, .  . .,xa5 in 
common, and A, and aA, can be glued together here. In the same 
way, one can glue together A, and PA,, which have the vertex xaZ4 
in common. Here, one gets the 4 additional edges xa8- PxaZ3, xall 
- PXal8r  xa18 - h a l l  et Xa23 - h a 8  ' 

In general, for a permutation y, the subgraph yA, can be glued 
together with (yay-')yA, = yaA, using the oriented matroids 
yxa1,. . .,yxa5, and with yPA, using yxaP4 (in the latter case, one gets 
4 additional edgesagain). Finally, one obtains a graph of 14 renum- 
bered copies of A, : 

A, - PA, - PaA, - PaPA, - . . . - (pa)6PA,. 

Now we have (aP)6 = id, hence (aP)'jP = a holds, so the last 
subgraph in this sequence has to be glued together with the first. 
With this construction, one obtains the component of connectivity 
A of G W J  

We do not discuss the more complicated structure of B. (Figure 3) 

6. NUN-SIMPLICIAL REAM4 TlONS 

This section is devoted to non-simplicia1 realizations. It will be seen 
that it is sufficient to know Ms in order to find all matroid manifolds 
of Mobius'torus (i.e. the set M). 

- 6.1 Theorem. For all Mobius oriented matroids x, EM and all 
h E A(7,4) with xo(h) = 0, there exist x+, x- E !M such that 

x+(h) = +1, x-(.) = -1 

varietes matro'ides du tore de Mobius (c'est-a-dire I'ensemble M),  

6.1 Theoreme. Pourtoutes matroi'des orientees de Mobiusx,E H 
et tout h E ~ ( 7 , 4 )  tels que x,(h) = 0, il existe x,: x- E M tels que 

et 
x,(.) = +1, X-(h) = -1 

~ , ( h )  = x,(h) = x-(x) pour tout h E A(7,4) \ 1.1. 

De plus, it existe des realisations R+, R, et R_ de x+, xo et de x-) 
respectivement, et une isotopie qui transforme R+ en R, et en R-. 

Demonstration. Soit x, E M .  Sans perte de generalite, on peut 
supposer que xo(h) = 0 pour % = (1,2,3,4), Si 3 # (1,2,3,4), on 
renumerote les sommets de x, selon un certain a E S,. La matroide 
orienteeX,est realisable. Soit RO=(xl ,  . . . ,  x7) une realisation dex,. 
On designe par x(R) la matroi'de orientee correspondant a R. 

On procede en montrant qu'il existe un point xi ~ { x , ,  ..., x4J, une 
direction u et une valeur (suffisamment petite) t 2 0 tels que pour 
les matro'ides orientees x, = x(R+) de R, := (xl , - .  .,xi k tu,. , .,x7), 
on a 

X+(h) = +1, x-(h) = -1, 
x+(h) = ~,,(h) = x-(h) pour tout E A(7,4) \ 1x1 et 

& E M .  

(L'isotopieestalors donnee parz- ( x  ,,..., x,+.ru,. . . , x7) :  [-t,t] + 
(R3)7J 

Si t est suffisamment petit, aucune nouvelle intersection entre les 
aretes et les triangles du complexe combinatoire c, n'apparaitra. 

On parle dans ce cas d'un rnouvemenfadmissible du point x,. Pour 
i E  {1,2,3,4}, on considere les plans H determines par lesenveloppes 
affines des sous-ensembles de {xl,. ..,x7J qui sont des contraintes 
pour notre point x,, c'est-a-dire que le determinant correspondant a 
un he A(7,4) contenant i s'annule, x,(h) =O. On appelle un tel plan 
H une contraintelineaire pourx,. Parexemple, H:=affIx ,,..., xJest 
une contrainte lineaire pour x,, x2, x3 et x4. 
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and x,(h) = %,(A) =%-(A) for all h E A(7,4) \{%I 

Moreover, there are realizations R+, R, and R- of x+, xo and 
x-, respectively, and an isotopy which transforms R+ into R, and 
into R-. 

Proof. Let xo E M  be given. Without loss of generality, we may 
assumex,(%) =Ofor%=(1,2,3,4). I f k ( l ,2 ,3 ,4 ) ,  we renumber the 
vertices of xo according to some o E S,. The oriented matroid xo is 
realizable. Let R, = (xi, ..., x,) be a realization of xo. By x(R), we 
denote the oriented matroid corresponding to R. 

We proceed inshowing thatthereisapointx,E(x,, ..., x,I,adirection 
u and a (sufficiently small) t 2 0 such that for the oriented matroids 

= x(R+) of R, := (xl,. , . ,xl f to,. I . ,x7), we have 

X+(X) =+I ,  x-(%) = -1, 

& E M .  

~ + ( h )  = &(h) = %-(A) for all h ~ A ( 7 , 4 )  \{%I and 

(The isotopy is then given by z (xl,. . .,x, + ~ u , ,  . .,x,): [-tt] + 
(R3)7J 

If t is sufficiently small, no new intersections between edges and 
triangles of the combinatorial complex c, will occur. 

In this case, we speak of an admissible motion of the point xi. For 
i EII ,2,3,4I we consider those planes H determined by affine hulls 
ofsubsetsof{x,,.. .,x,Iwhichareconstraintsforourpointx,, i.e. the 
determinant corresponding to a h E A(7,4) containing i vanishes, 
xo(h) = 0. We call such a plane H a linear constraint for xi. For 
example, H:=aff{x,,. . .,x4) is a linear constraint forx,, x2, x3and x4. 

The following lemma holds for more general situations. 

Lemma. No planeaffinelyspanned by pointsof R,,=(x,,.. .,x7) with 
x(R,) E M  contains more than 4 points of R,, and no line affinely 
spanned by points of R, contains more than 2 points of R,. 

Le lemme suivant est valide dans des situations plus generales. 

Lemme. Aucun plan engendre de facon affine par des points de 
R, = (xi,. , .,x7) 00 x(R,,) E M ne contient plus de 4 points de R,, et 
aucune droite engendree de facon affine par des point de R, ne 
contient plus de 2 points de R,. 

Ceci est une consequence de lacompletude du graphe-arete du tore 
de Mobius et du fait que le graphe complet K5 n’est pas planaire. 

On tente maintenant de choisir un point xi pour un mouvement 
admissible et on a A considerer les cas suivants: (k )  = (I) ,  ...,( 4), 
pour lesquels dans le cas ( k )  le point x, est contenu dansexactement 
k contraintes Iineaires. 

Les cas (1) et (2) sont triviaux par rapport a (3). 

Dans le cas (3), on voit que, ou bien les 3 contraintes lineaires se 
rencontrent en exactement un point (c’est-A-dire, en x,) et le mou- 
vement admissible se situe le long de la droite d’intersection des 
contraintes lineaires differentes de aff(x1,~,x3,x4J, ou bien les trois 
contraintes lineaires se rencontrent en une droite. Mais ce dernier 
cas est impossible A cause du lemme et parce que nous n’avons que 
7 points en tout. 

Dans le cas (4), on sait par le cas precedent que chaque triplet de 
contraintes lineaires possede exactement un point d’intersection. 
On montre dans ce qui suit que ceci ne peut survenir simultanement 
pour tous les points x,, 3, x3 et x,. Si cela arrive, on utilise 

(i) affix,,. , .,x,I est une contrainte lineaire, 

(ii) deux contraintes lineaires differentes ne possedent pas plus de 

(iii) chaque point xi, i~ {1,2,3,4I doit appartenir A au moins 4 con- 

Ceci implique necessairement la liste suivante de contraintes line- 
aires de xo (ici, idesigne xi): 

2 points de R, en commun, 

traintes lineaires. 
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This follows from the completeness of the edge graph of Mobius' 
torus and from the fact that the complete graph K5 is not planar. 

Nowwettytochoose pointx, foranadmissible motion firstand have 
to consider the following cases ( k )  = (l),. I .,(4), where in case ( k )  
point xl is contained in exactly k linear constraints. 

Cases (1) and (2) are trivial compared with (3). 

In case (3), we find either that all 3 linear constraints meet in exactly 
one point (i.e. in x,)  and the admissible motion is along the intersec- 
tion line of those linear constraints different from aff{xl,%,x3,x,), or 
that all 3 linear constraints meet in a line. But the last case is impos- 
sible because of the Lemma and because we have only 7 points 
together. 

In case (4) we know from the last case that every 3 linear constraints 
meet in exactly one point. We show in the following that this can not 
happen for all points xl, 3, x3 and x4, simultaneously. If it does, we 
use 

(i) affix,,. . .,xJ is a linear constraint, 

(ii) two different linear constraints have not more than 2 points of 

(iii) each point x j ,  i E  11,2,3,41 must be contained in at least 4 linear 

R, in common, 

constraints. 

This implies necessarily the following list of linear constraints of xo 
(here idenotes 4): 

affl 1 2 3 4 ) 

aff{ 1 2 5 6  1 
a f f l l  3 5 7 1  
affl 1 4 6 7 )  
aff( 2 3 6 7 )  
aff( 2 4 5  71 
affl 3 4 5 6 )  

aff( 1 2 3 4 1 
aff( 1 2 5 6  1 
af f I1  3 5 7 )  
affI 1 4 6 7 )  
aff{ 2 3 6 7 )  
affl 2 4 5  7 )  
aff( 3 4 5 6 )  

D'apres le lemme, il n'existe pas d'autre htel que xo(h) =O. Ainsi, lxol 
est uniquement determine, et definit la matro'ide sous-jacente cor- 
respondante comme le dual de la matro'ide de Fano qu'on sait non 
realisable. Cette contradiction termine la preuve d u theoreme 5. 

Le theoreme suivant traite d'un enonce inverse. 

6.3 Theoreme. Etantdonneesdeux matro'idesorienteesde Mobius 
x, et x dans M et % E A(7,4) tels que 

x(.) = +1, x(.) = -1 

et 

Alors la transformation xo: A(7,4) -+ {-1,0,+1) ou xo(%) = 0 et 

~ ( h )  = xo(h) = x ( h )  pour tout A ~ A ( 7 , 4 )  \ 61. 

%,,(A) =%(A) pour tout 3, ~ A ( 7 , 4 )  

est encore une matro'ide orientbe et, de plus, xo E M. 

6.4 Remarque. Cette affirmation demeure vraie meme lorsque M 
est I'ensemble de toutes les varietes matro'ides correspondant a un 
complexe combinatoire bidimensionnel. 

Ddmonstration. (du theoreme 6.3) On doit demontrer (a) que xo 
est une matro'ide orientee affine, et (b) que xo ne contient aucun 
circuit inadmissible de la variete de Mobius. 

(a) Pour xo: A(7,4) -+ {-1,0,+1) (avec son unique extension alter- 
nee), on montre que pour tout h ~ A ( 7 , 5 ) :  I'ensemble 

ou bien contient (-1 ,+lI, ou bien est egal h101. II suffit de considerer 
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There are no more hwith x,,(h) = O  because of the Lemma. Thus lxol 
is defined uniquely and defines thecorresponding underlying matroid 
to be the dual of the Fano matroid which is known to be non-realiz- 
able. This contradiction finishes the proof of Theorem 5. 

The next theorem deals with a converse statement. 

6.3 Theorem. Given two Mobius oriented matroidsx, and x in M 
and % ~ A ( 7 , 4 )  with 

and 

Then the mapping x,,: A(7,4) + {- l ,O,+ l }  defined by xo(%) = 0 

and 

is again an oriented matroid and, moreover, x,, EM.  

6.4 Remark. This assertion carries over whenever M is the set of 
all matroid manifolds corresponding to a2-dimensional combinato- 
rial complex. 

Proof. (of Theorem 6.3) We have to show (a) that xa is an affine 
oriented matroid, and (b) that & does not contain an unallowed 
circuit of the Mobius manifold. 

(a) For &: A(7,4) + {-1,0,+1) (with its unique alternating exten- 
sion) we show for all h E A(7,5): the set 

s~ ,~ := { ( - I )~+  X,,(X, ,..., 7 ,..., A,) 1 i E { l ,  ..., 511, 

either contains {-l,+ll or equals {OI. It suffices to consider those 
h=(h,,. . .,A5) E 47,s )  such that forthegiven%=(%,,. , .$,) E A(7,4) 
we have {h, ,..., h4) C_ {hi , . . . ,  h,I. &(%) + 0 shows that SX,,* + {OI, 
hence 

SX,,* 2 (-1 ,+1 I and S,-,* a (-1 ,+1 I ,  
because x, and x- are affine. 

Now write down the sets 

&(%) = +1, x(%) = -1 

~ + ( h )  =&(A) = ~ ( h )  for all h ~ A ( 7 , 4 )  \ 0. 

xo(h) = x , ( X )  for all h E A(7,4) 

seulement lesh=(h,, ..., h,) ~ A ( 7 , 5 )  qui sonttelsque pour un%= 
(%,$ ..., h,) ~ A ( 7 , 4 )  donne, on ait {Xi,. ..&I c {h,,. . .A5]. &(%) f 0 
montre que SX,,* + {OI, donc 

S,, 2 (-1 ,+1) et SX-,h 2 I-1 ,+1L 
car x et x,- sont affines. 

lnscrivons maintenant les ensembles 
s ={+1,.,. ,  -1 , . . . ) . . . , . . . I ,  
s ={-l, ...,...,..., +1,... I, 
ou &(%) est le premier nombre. Les ensembles ne different qu'a 
cette entree. Considerons 

X J  

X J  

S&,* = {O,. . .,-1,, , *,+l,.  . * I ,  
pour voir que {-l,+ll G 

La propriete de matro'ide orientee est obsenlee de facon similaire 
cornme suit. xo est une matro'ide orientee, si pour tout h E A(7,5) et 
pour tout p ~ A ( 7 , 3 )  I'ensemble 

s ~ , ~ , ~  := ((-1 1 1 .  &(p17p&?h,) + ~,,(h, , .  . ., x,,. . .A,) I i E  11 ,. . .,51], 

ou bien contient I-1 ,+1), ou bien est egal a {O}. Soient h E A(7,5) et 
p E A(7,3) choisis de faGon arbitraire, mais fixes, et considerons 
I'ensemble de produits 

[ (-1 ) I  xo(pl ,k ,h ,h , )  x,,(h,, . , ,I 7 j ,  , , ~ 5 )  I i E 11 , . . . ,51] 

Ceci demontre que xo est affine. 

A 

et les 4-tuples correspondants utilises comme arguments. 

Si % apparait au plus une fois, on en viendra a la conclusion de la 
meme faqon que plus haut. 

Si % apparait au moins deux fois, on a 
- 

= I p1'p2$p39 h,) = 9 .  , ., 7 9 .  , , 3 ~ 5 )  

pourunchoixappropriede i e t j  ( i # j ) .  Onpeutsupposer, sansperte 
degeneralite, queh=(abcd),h=(abcde)etp=(abc). On peutalors 
ecrire I'ensemble de la faqon suivante 
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s ={+1, . . .(  -1 , , . . , . . . , . . . I ,  x. * 
Sx-,* = (-1 ,. . . , . . . ( .  . .,+l,. . , I ,  
where ~ ( x )  is the first number. The sets differ only at this entry. 
Consider 

to see (-1 ,+11 E Sh,*, This shows that xo is affine. 

The oriented matroid property is seen in a similar way as follows. 
xo is an oriented matroid, if for all h ~ A ( 7 , 5 )  and for all p E A(7,3) 
the set 

S&,*=10 ,..,, -1 , I # .  ,+ 1, . . .  1, 

A 

sh,*,p :={(-')'* Xo(P1!&9p39h,) ' &(hl,.. , ,  hj3...9h5) 1 iE{1,,.,!51] 

either contains (-1 ,+11 or equals (01. Let h € 4 7 3 )  and p. ~ A ( 7 , 3 )  
be arbitrary, but fixed, and consider the set of products 

{(-1 ) I  * %(pl,k,p& * xo(h1, . . ., hi,. . .&) I i E 11 ,. . .3] 
A 

and the corresponding 4-tuples used as arguments. 

If xoccursat most once, we come to the conclusion in the same way 
as above. 

If % occurs at least twice, we have 
- 

. .,q,,. I .AJ 
for suitable i ,  j and i # j .  Without loss of generality we assume%= 
(abcd), h= (abcde) and p= (abc). The set can now be written down 
as follows 

sh,+ := (%(abca) . x,(bcde), -x,,(abcb) . x,(acde), 

x,(abcc) x,(abde), -x,(abcd) . x,(abce), x,(abce) . xo(abcd)) 

and equals (01. 

(b) Assume xo contains an unallowed circuit X Without loss of 
generality, let Xt E {4,51 and X- E (1,2,31, compare Definition 3.4. 
X := (xo\ 16)) \ (71 is again an affine chirotope. We can assume that 
x is one of the following types: - 

(b) Supposons que xo contient un circuit inadmissible X. Sans 
perte de generalite, soient %+ c {4,5) et X- c {1,2,3I, a comparer a 
la definition 3.4. X := ( x ,  \ 161) \ (71 est encore un chirotope affine. 
On peut supposer que X est de I'un des types suivants : 

1234 +++++++ +++++++ 0 0 0 0 0 0 0  0 
1235 _ _ _ _ _ _ _  ~ o ~ ~ o o ~  _ _ _ _ _ _ _  0 

1245 -0--00- -0--00- -0--00- 0 
2345 - - 0 - 0 - 0  - - 0 - 0 - 0  - - 0 - 0 - 0  0 
3145 ---0-00 ---0-00 ---0-00 0 

Mais dans chacun de ces cas, I'un ou I'autre de x ,  ou de x-contient 
un circuit inadmissible ou n'est pas affine. On a ainsi demontre le 
theoreme 6.3. 

Les deux precedents theoremes menent au corollaire suivant. 

6.5 Corollaire. Soient R, et R2 deux realisations de varietes ma- 
tro'ides simpliciales du tore de Mobius appartenant a la meme com- 
posante connexe du graphe G(MJ II existe alors un mouvement 
continu amenant Rl a R2 sansavoira quitter laclasse des realisations 
des matroi'des orientees de Mobius. 

Nous sommes maintenant en mesure de donner u ne reponse com- 
pleteau probleme 18.A5de [18]. Deux realisations geometriquesR, 
et R1 du tore de Mobius sont dites equivalenfes s'il existe un mou- 
vement continu des sept sommets de Rovers lessommets de R1. En 
se basant sur le corollaire 6.5 et le theoreme 5.1, o n  peut aisement 
verifier le fait suivant. 

6.6 Theoreme. La relation d'equivalence dbfinie ci-dessus induit 
une partition de I'ensemble de toutes les realisations du tore de 
Mobius en exactement 2 classes. 

Les 24 premieres matro'ides orientees de I'annexe appartiennent a 
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1234 +++++++ +++++++ 0 0 0 0 0 0 0  0 
1235 _ _ _ _ _ _ _  0 0 0 0 0 0 0 _ _ _ _ _ _ _  0 

1245 -0--00- -0--00- -0--00- 0 
2345 --0-0-0 --0-0-0 --0-0-0 0 
3145 ---0-00 - - - 0 - 0 0  - - - 0 - 0 0  0 

But in all these caseseitherX,orX-containsan unallowed circuit or 
is not affine. Thus we have proved Theorem 6.3. 

The last two Theorems lead to the following corollary. 

6.5 Corollary. For two realizations R, and R, of simplicia1 matroid 
manifolds of Mobius’ torus belonging to the same connected com- 
ponent of the graph G(MJ, there is a continuous motion taking Rl 
to R2 such that the class of realizations of Mobius oriented matroids 
has not to be left. 

Now, weareabletogiveacompleteanswerto Problem 18.A5 in [ la].  
Two geometric realizations R, and R1 of Mobius’ torus are said to be 
equivalent, if there is a continuous motion of the seven vertices of R, 
into the vertices of R1, Putting Corollary 6.5 and Theorem 5.1 to- 
gether, the following fact is now easily seen to be true. 

6.6 Theorem. The equivalence relation defined above partitions 
the set of all realizations of Mobius’ torus into exactly 2 classes. 

The first 24 oriented matroids in the Appendix belong to realizations 
to one of these classes, let us call it the a-class. The other 48 oriented 
matroids belong to the other class, which we will call the b-class. 

Thus, the conjecture in [18] that follows Problem 18.A5 is true, but 
the second conjecture mentioned thereafter, namely that two reali- 
zations with different number of exposed vertices are not equivalent, 
is wrong. For example, Csaszar’s torus is a realization of Xaz4and has 
5 exposed vertices, and this realization is equivalent to any realiza- 
tion of xal which has only 4 exposed vertices. 

A closer inspection reveals the following phenomena: firstly, in any 
realization of the a-class, e.g. the path 1 + 4 + 7 runs around the 

des realisations de I’une de ces classes; appelons-la la classe a. Les 
48 autres matro’ides orientees appartiennent a I’autre classe, qu’on 
appellera la classe b. 

Ainsi, la conjecture qui suit le probleme 18.A5 dans [I81 est vraie, 
mais la seconde conjecture presentee plus loin, affirmant que deux 
realisations ayant un nombre different de sornmets exposes ne sont 
pas equivalentes, est fausse. Par exemple, le tore de Csaszar est une 
realisation de xaZ4 et possede 5 sommets exposes, et cette rhalisa- 
tion est kquivalente a n’importe quelle realisation de xa1 qui ne pos- 
sede que 4 sommets exposes. 

Une inspection plus minutieuse revele le phenomene suivant : en 
premier lieu, dans n’importe quelle realisation de la classe a, par 
exemple le chemin 1 + 4 + 7 tourne autour du (( trou )) du tore, 
tandis que dans n’importe quelle realisation de la classe b, il tourne 
au travers du trou (c’est-a-dire, (( autour du corps))) du tore. 

Deuxiemement, il est en fait possible de trouver un mouvement 
continu debutantaunequelconque realisation dutorede Mobiusqui 
esttopologiquement equivalent a la (( rotation )) d’un tore rond autour 
de son cercle interieur. (Dans le cas d’une realisation de la classe a, 
ce mouvement correspond a un chemin dans le graphe G(MJ pas- 
santparchacun dessous-graphesA,,PA,,pclA,, ... quisontdecrits 
A la section 5.) 

7. RhUSA TIOM SYME~IQUES 

En conclusion, on demontre la forme de quatre variantes essentiel- 
les de realisations symetriques du tore de Mobius. On a trace dans 
chaque cas les projections orthogonales du modele en &apes suc- 
cessives de completude. L’illustration suivante contient toujours les 
triangles prhckdents, les nouveaux triangles sont hachures et ils 
sont situes par-dessus les precedents. On donne grossierement la 
hauteur de chaque point par les valeurs croissantes 0, +, ++, +++, 
++++. On peut, dans une certaine mesure, choisir arbitrairement la 
valeur exacte. Ceci est aishment observable par la structure particu- 
liere de chaque exemple. 
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”hole”ofthetorus, whereas inany realization from the b-class it runs 
through the hole (i.e. “around the body”) of the torus. 

Secondly, it is in fact possible to find acontinuous motion of starting 
at any realization of Mobius’torus that is topologically equivalent to 
the “rotation” of a round torus around the circle in its interior. (In the 
case of a realization from the a-class, this motion corresponds to a 
path in the graph G(MJ that passes each of the subgraphs A,, PA,, 
PaA,,,. . . that are described in Section 5. 

7. SYMMETRIC REALllATlOlVS 

In conclusion, we demonstrate the shape of four essential variants 
of symmetric realizations of Mobius’ torus. In each case we have 
drawn orthogonal projections of the model in successive stages of 
completeness. The next picture always contains the previous trian- 
gles, the new triangles are striped, and they are located on top of the 
foregoing. The height of each point isgiven roughly bythe increasing 
valuesO,+,++,+++,++++.Theexactvaluecan bechosenarbitrarily 
up to acertain extent. This is seen easilyfrom the particular structure 
for each example. 

Figure 4 shows Csaszar’s example with the extreme points 1,2,3,  
4 ,7  and the symmetry (2)(13)(47)(56), (type a24). 

La figure 4 montre I’exemple de Csaszar avec corn me points extre- 
mes 1,2,3,4,  7 et comme symetrie (2)(13)(47)(56), (type a24). 

De la liste des bases signees 

signe[1234] = +  
signel12451 = - 
signe[1257] = -  
signe[1347] = +  
signe[1456] = + 
signel23451 = - 
signe[2357] = - 
signe[2467] = t 
signe[3467] = -  

signe[1235] =+  
signe[1246] = - 
signe[1267] = - 
signe[1356] =+  
signe[1457] =+ 
signel23461 = - 
stgne[2367] = - 
signe[2567] = + 
signe[3567] = - 

signe[1236] = - 
signe[1247] = -  
signe[1345] = +  
signe[1357] = + 
signe[1467] = + 
signe[2347] = - 
signe[2456] = - 
signe[3456]= - 
signe[4567] = - 

signe[1237] = - 
signe[1256] = -  
signe[1346] =+  
signe[1367] = t 
signe[l567] = + 
signe[2356] = - 
signe[2457] = - 
signe[3457] = - 

il est maintenant facilement verifiable que les points 1 3,4 determi- 
nent une face. Ou que le plan contenant 1, 2 ,4  separe 5 de 3,6, 7. 

L’exemple suivant, la figure 5,  tient lieu de representant pour les 
types a1 ,, . .,a5 selon le choix des points 5 et 7. 

La figure 6 tient lieu de representant pour les matro’ides orientees de 
Mobius b l ,  b2 ou b3 selon le choix des points 5 e t  7. 

Enfin, la figure 7 montre les types de realisations correspondant A 
b46, b47 ou b48 selon le choix des points 6 et 7. 
.1111,. 
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From the list of signed bases 
sign[1234] =+ sign[1~351=+ sign[12361=- sign[12371=- that the plane containing 1, 2 , 4  separates 5 from 3, 6, 7. 

sign[12571=- sign[12671=- sign[13451=+ sign[13461=+ The next example, Figure 5, stands as a representative for types 

it is now easy to check that the points 1,3, 4 determine a facet. Or 

Sign[1245] = -  sign[1246] = -  sign[1247] = -  sign[1256] = -  

sign[13471 =+  sign[13561=+ sign[1357]=+ sign[13671=+ al, .  , ,,a5 depending on the choice of the points 5 and 7. sign[1456] = +  sign[1457] = +  sign114671 = +  sign[1567] = +  
sign[23451=- sign[2346] = - sign[2347] = -  sign[2356] = - 
sign[23571= - sign[23671=- sign[2456] = -  sign[2457] = -  Figure6standsasa representativeforthe Mobiusoriented matroids 
sign[24671= + sign[2567] = + sign[3456] = - sign[3457] = - 
sign[3467] = - sign[3567] = - sign[4567] = -  

b l ,  b2 or b3 depending on the choice of the points 5 and 7. 

Finally, Figure 7 shows the realization types corresponding to b46, 
b47 or b48 depending on the choice of the points 6 and 7. 
.11111. 
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FIGURE 5 '111'  
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TABLE 1 / TABLEAU 1 

List of all simplicia1 Mobius matroid manifolds 
(up to //,,-equivalence). Signed bases 1234,1235, 
1236, . . . 4567. 

Liste de toutes les varibtbs matroldes simpliciales 
de Mobius (A une H,;bquivalence prks). Bases si- 
gnbes 1234,1235,1236, .. . ,4567. 

a 1  
a 2  
a 3  
a 4  
a 5  
a 6  
a 7  
a 8  

a 9  
a1 0 
a1 1 
a1 2 

a1 3 
a1 4 
a1 5 
a1 6 
a1 7 
a1 8 
a1 9 
a20 

a2 1 
a22 
a23 
a24 

b l  
b 2  
b 3  
b 4  

b 5  
b 6  
b 7  
b 8  

b 9  
b l 0  
b l l  
b l 2  

b13 
b14 
b15 
b16 

b17 
b18 
b19 
b20 

b21 
b22 
b23 
b24 

b25 
b26 
b27 
b28 

b29 
b30 
b31 
b32 

b33 
b34 
b35 
b36 

b37 
b38 
b39 
b40 

b41 
b42 
b43 
b44 

b45 
b46 
b47 
b48 

++++- - -+ - -+++-++- - -+ - - - - - -++ - - - -++ -  
++++- - -++ -+++-++- - -+ - - - - - -  if---+++- 
+++-- - -+ - -+++-++- - -++ - - - - -++ - - - -++ -  
++++- - -++ -+++-++- - -+ - - - - - -++ - - - -++ -  

++++- - -+ - -+++-++- - -+ - - - - -+++- - -+++-  
++++- - -+ - -+++-++- - -+ - - - - -+++- - - -++ -  
++++- - -+- -+++-+++- -+- - - - - -++- - - -++-  
++++- - -++-+++-+++- -+- - - - - -++- - - -++-  
++++- - -+- -+++-++- -++- - - - -+++- - - -++-  
++++- - -+- -+++-++- -++- - - - -+++- - -+++-  
++++---++-+++--I-+---+-----+++---+++- 
++++- - -++-+++-++- - -+- - - - -+++- - - -++-  
++++- - -++-+++-++- - -+- - - - -+++-+-+++-  
++++- - -++-+++-++- - -+- - - - -+++-+- -++-  
++++- - -++ -+++-++- -++- - - - - -++ - - - -++ -  
++++- - -++ -+++-++- -++- - - - - -++ - - -+++-  
++++- - -++ -+++-++- -++- - - - -+++- - - -++ -  
++++- - -++ -+++-++- -++- - - - -+++- - -+++-  
++++- - -++ -+++-++- -++- - - - -+++-+ - -++ -  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
++++- - -++-+++-++- - -++- - - - -++- - - -++-  
++++- - -+- -+++-++- - -++- - - - -++- - - -++-  
++++- - -+- -+++-+++- -++- - - - -++- - - -++-  
+++-I----++-+++-+++--++-----++----++- 

++++- - -++-+++-+++- -+- - - - -+++- - - -++-  
++++- - -++-+++-+++- -+- - - - -+++-+- -++-  
++++- - -+- -+++-+++- -+- - - - -+++- - - -++-  
++++- - -++-+++-+++- -+- - - - -+++- - -+++-  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
++++- - -+- -+++-+++- -+- - - - -+++- - -+++-  
+ + + + - - - + + - + + + - + + - - - + + - - - - + + - - - - + + -  
+ + + + - - - + + - + + + - + + - - - + + - - - - + + - + - - + + -  
+ + + + - - - + - - + + + - + + - - - + + - - - - + + - - - - + + -  
+ + + + - - - + + - + + + - + + + - - + + - - - - + + - - - - + + -  
+ + + + - - - + + - + + + - + + + - - + + - - - - + + - + - - + + -  
++++- - -+- -+++-+++- -++- - - -+++- - - -++-  
++++- - -++-+++-++- -+++- - - - -++- - - -++-  
++++- - -+- -+++-++- -+++- - - - -++- - - -++-  
++++- - -++ -+++-++- -+++- - - -+++- - - -++ -  
+ + + + - - - + + - + + + - + + - - + + + - - - - + + - + - - + + -  
+ + + + - - - + - - + + + - + + - - + + + - - - - + + + - - - - + + -  
+++- - - -+ - -+++-+++- -++- - - - -++ - - - -++ -  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
+ + + + - - - + + - + + + - + + - - - + + - + - - + + - + - - + + -  
+ + + + - - - + + - + + + - + + + - - + + - + - - + + - - - - + + -  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
+ + + + - - - + + - + + + - + + - - - + + - + - - + + - - - - + + -  
++++- - -+ - -+++-+++- -++-+ - -+++- - - -++ -  




