Technical Report

IRI-TR-09-07

Reduccio de variables en
problemes de control predictiu
amb restriccions d’igualtat

IRl Technical Report

Bernat Joseph i Duran
Carlos Ocampo-Martinez

CSIC

Institut de Robotica i Informatica Industrial




Abstract

En el seglient document es mostra una tecnica per utilitzar les restriccions d’igualtat associades
a un problema de control predictiu per tal de reduir el nombre de variables que intervenen en
aquest problema. Primerament fem un repas de les notacions i desenvolupament del problema
estandard per veure, després, que mitjancant un canvi lineal el nou problema, amb un nombre
inferior de variables, té una estructura completament analoga. Alguns resultats de temps de
computacié mostren, en la ultima seccid, la utilitat del metode.
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1 Presentacié del problema
Considerem el problema de control representat pel segiient sistema dinamic a temps discret:
z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k) + Byd(k), keZ, (1)

on

z(k) € R™ s6n les variables d’estat
u(k) € R™  sén les variables manipulades
(F)

d(k) € R™d  gén pertorbacions mesurades

Les variables d’estat i les manipulades estan subjectes a restriccions de desigualtat
Tonin < -'E(k) < Zinaz (2)

Umin < u(k) < Umaz (3)

i les pertorbacions es relacionen amb els controls mitjancant igualtats

Fu+E;d=0

1.1 Control predictiu

Anem a considerar el problema de control 'objectiu del qual consisteix en mantenir z(k) proper
a un valor predeterminat x, mitjancant minimes variacions en les variables de manipulades.
Per tal d’assolir aquest objectiu, a cada instant k es calculen els controls u(k) de manera que
minimitzin una funcié de cost de la forma

V (k) = Au(k) " WyAu(k) + (z(k) — z,) " W (x(k) — z,),

on Au(k) = u(k) —u(k —1) i Wy, 1 W, s6n matrius diagonals que eventualment poden donar
diferents pesos a les diferents components de Au(k) i z(k) — ;.

Tot seguit veurem com les variables de control optimes en cada instant k es poden obtenir
com la solucié d’un problema de programacié quadratica (quadratic programming, QP) amb
restriccions, és a dir, de la forma:

minz ' dz + ¢z
Ala; < b1
Agx = bg

Per tal d’assolir I'objectiu a mig termini es considera el problema estes a un horitzo de
prediccio H. Es a dir, considerem el sistema en H), instants a partir de 'instant inicial. El fet
de coneixer explicitament les equacions (1) que descriuen la dinamica del sistema permet obtenir
expressions de l’estat del sistema en el futur a partir de les condicions inicials. Aquestes son les
prediccions que porten a anomenar control predictiu basat en models (model predictive control,
MPC) al metode segiient.
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Considerem les equacions del sistema en H,, instants

z(k+1) = Axz(k)+ Bu(k)+ B,d(k)
x(k+2) = Az(k+1)+Bu(k+1)+ Byd(k+1)
o(k + Hy) _ Axlk+ Hy— 1) + Bu(k + Hy — 1) + Byd(k + H, — 1)

Substituint la primera expressi6 en la segona s’obté x(k + 2) en termes de z(k). Aquesta nova
expressio es pot introduir en la tercera igualtat per obtenir x(k + 3) de nou en termes de z(k).
Reiterant el procés s’obté la segiient expressio:

X = o+ AU+TD, (4)
on
[ x(k+1) ] [ A ]
z(k +2) A2
X = x(k+ Hy) |’ 7= | AH. z(k),
| z(k+ Hp) | i Aflp ]
r B 0 0 ... 0 ]
AB B o - 0 u(k)
A= | qmn-1p gH2p ... ... B , U= : ’
| A1 Af2p . e gip |
[ B, 0 0 -+ 0] [ d(k) ]
AB, B, 0 -~ 0 d(k + 1)
T = AT, By -+ 0 | b= d(k+ H, — 1)
I AHp—pr AHp_2Bp el Bp ] i d(k‘ + Hp - 1) ]

Noti’s que, en el cas més general, es pot considerar que les variables manipulades esdevenen
constants a partir d’un cert nombre d’instants H,, (horitzd de control), H, < Hp, tal com queda
reflectit en les expressions anteriors.

1.2 La funcié de cost

L’analeg a la funcié de cost quan considerem el problema estes a Hj, instants pot expressar-se
com

V(k) = AUTWLAU + (X — X,) Wy (X — X,)
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w, 0 ... 0 W, 0 ... 0
o W, ... 0 o W, ... 0
WX: . . . . 5 WU: .
0o 0 ... W, 0o 0 ... W,

i AU definida de manera analoga a U.

En lequaci6 (4) hem expressat X en funcié de U, per tant la funcié de cost V (k) depeén
Unicament de U.

Donat que volem minimitzar la variacié en les variables manipulades, és convenient expressar
la funcié de cost i les restriccions en termes d’aquestes variacions

Aulk+j)=ulk+j)—ulk+j—1). (5)

De nou, aplicant la definici6 (5) reiteradament podem expressar matricialment

U=0AU+ TTu(k — 1), (6)
on
Im, 0 0 I,
I, I, 0 I,
0= . . , U= :
L, I, I, I,
En termes de AU, (4) esdevé

X = p+AOAU + YD, (7)

amb

p =0+ Allu(k — 1).
Aixi, a cada instant k, cal trobar AU* (k) que minimitzi
V(k) = AU'WuAU+ (X - X,) Wx(X — X,)
= AUTWuAU+ (0 +AU+TD - X,) Wx(c+AU+TD-X,)
AUTWyAU + (p + AOAU + YD — X,) Wx(p+ AOAU + YD — X,.)

= AU Wy +OTATWAO| AU+ 2(YD + p — X,) T W,AO AU + cst
® ¢T
= AUTOAUK) + ¢ AU + est,

que és una funcié quadratica. Noti’s que el terme constant al final de I’expressié no intervé en
el procés de minimitzacié i, per tant, pot ser ignorat.

1.3 Transformacié de les restriccions

Per tal d’acabar de transformar el problema inicial en un problema de QP hem de veure que les
restriccions en les variables d’estat i control es poden transformar en restriccions lineals en Al.
Per H,, =1 les restriccions en les variables de control sén:

Umin < U < Umag,
es poden expressar matricialment de la forma:

Fou+ fo <0,
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() ()
m; max

Per H, > 1 només cal copiar la desigualtat anterior mitjancant una matriu bloc-diagonal:

FU+ f<o,
on
_Imi Umin
Imi —Umax
_Imi Umin
F = ImZ , f = —Umax
_Imi Umin
Imi —Umax

Cada bloc de la matriu i el vector representa la desigualtat en un instant k+j (j =0... H,—1)
diferent. Aplicant la transformacié (6) i reordenant s’obté:

FOAU < —FIu(k—1)— f.

Les desigualtats en les variables d’estat es tracten de manera analoga. Substituint X per
I'expressi6 (7) s’obté:
GAOAU < -G(p+ YD) —

on GG és una matriu analoga a F' i p analoga a f.
Podem ajuntar les dues desigualtats en una sola expressié matricial de la segilient manera

QAU < w,

QZ(é%)’”:< E%H®;g>'

Finalment, el mateix procés s’aplica a les igualtats i queda

on

HAU = h,

on

H=E®,
h=—E;D— ETlu(k—1).

En aquestes expressions ens E i Ey; sén versions bloc-diagonals de les matrius a les que hem
anomenat aix{ inicialment (construides de manera analoga a Wy i Wy).
Ara, amb totes les definicions que hem donat el problema de programacié quadratica resulta:

Auwk):anUE?AuuoT@Au()+¢()TAu() (8)

st QAUK) < w(k), (9)
HAUK) = h(k).

En aquesta tltima expressié hem fet explicita la dependeéncia en k de les matrius. Aquesta
dependencia prové de D(k), o(k) (a través de p(k)) i u(k — 1). Aquest fet és important ja que
aquestes matrius hauran de ser recalculades a cada instant, afegint cost computacional al procés,
mentre que les altres només caldra que es contrueixin una unica vegada.
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2 Reduccié de variables
En el que segueix utilitzarem les resitriccions d’igualtat del sistema donades per
Fu+E;d=0,

per tal d’eliminar variables. Suposem que tenim m., equacions, és a dir, que E és una matriu
Meg X M; 1 Eg és una matriu mey X my.

Es clar, que les restriccions d’igualtat expressen que les variables de control u no prenen
valors a R™i sind en una varietat lineal donada per les equacions anteriors. El que proposem és
una manera sistematica d’aillar algunes de les variables en termes d’un conjunt minim d’altres
variables i traslladar el problema a aquest darrer conjunt.

Pel que segueix cal fer les seglients suposicions:

e meq < m; (hi ha més variables que equacions)
e rang F/ = me, (la matriu del sistema té rang maxim)

e Mitjangant un procés de reduccié de Gauss-Jordan la matriu estd en forma reduida esca-
lonada, aixo és:

— Totes les files no nulles estan per damunt de les files nulles

— El primer element no nul de cada fila (comengant per 1’esquerra) es troba a la dreta
del primer element no nul de les files superiors

— El primer element no nul de cada fila és 1 i és I"inic element no nul de la seva columna

Considerem ara el sistema de restriccions d’igualtat en la segiient forma:

(E|Ey) (Z) =0.

El fet que E tingui rang maxim i estigui en forma reduida escalonada garanteixen que existeix
una permutacié P de les primeres m; variables de manera que

EP = (Imeq |M1)’ Ml S Rmequiim5q7
(E|Eq) P = (I, | Mi|Ms), My € R™Mea*Ma,

P 0
r=(0 n):

De fet, My = E,4, pero la notacié resulta més senzilla usant Mo.

on

Aixi:
(E|Ey) <Z> =0 « EPPT (g) =0.
Definint .
5 vy T {uy _ [(Pu
eoer (o) =7 (2) - (1),
i partint
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tenim:

N

Ev=

o
T
S
5

=0 << u=—-M;u— Msyd.

QU

Finalment,

ide PTu=v

O,
M1 MQ
w= P M, i+ P Md, (10)

ja que P és una matriu de permutacié i per tant una matriu ortogonal, i.e., P~ = PT.

Ara podem substituir aquesta expressié en cada una de les funcions i desigualtats que apa-
reixen en el problema de 'apartat anterior. Per comencar les equacions del sistema dinamic
esdevenen: o o

w(k+1) = Az(k) + BPM;a + [BPMQ + Bp] d,
és a dir . .
x(k+1)=Ax(k) + Bu(k) + By d(k),
amb ) o ) o
B =BPM,, B,=BPM;+ B,.

2.1 Notacions

Per tal de poder intruduir el canvi anterior al problema de minimitzacié de la primera seccid
expressarem la igualtat

u(k) PM; 0 0 (k)
u(k +1) 0 PM 0 a(k+1)
u(k + Hy — 1) 0 0 pyn) \a(k+ H, 1)
PMy 0 0 d(k)
0 PM, 0 d(k +1)
+ . : ,
0 0 PM, d(k + H, — 1)

mitjancant la segilient notacio:
U = diag(PM)U + diag(PMs)D

En aquesta notacié no s’especifica el nombre de copies de les matrius que apareixen a la diagonal,
pero es dedueix facilment del context. Per exemple, en la igualtat anterior diag(PM;) consta
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de H, copies de PM; i diag(PMg) consta de H,, copies de PM, per tal que I'expressié sigui
coherent.
Ara, usant que AU(k) = U (k) —U(k — 1) obtenim

AU = diag(PM;)AU + diag(PM,)AD.

També considerarem igualtats analogues a les del sistema inicial per expressar UiXen
termes de AlU:
U =OAU + ik — 1)
X = p+AOAU + TD,
on
p =0+ Alla(k —1).

Com que en les noves expressions apareixen termes en les variacions de les pertorbacions D
també resultara til la seglient expressio:

D = 04AD + Id(k — 1)

En les expressions anteriors O, II, ©4 i II; sén matrius analogues a © i II, pero construides
utilitzant identitats de dimensions m;—m.q i mg respectivament. Les matrius A i T sén analogues
a A 17T pero construides utilitzant B i B, en comptes de B i B,,.

2.2 Transformacié de les restriccions
2.2.1 Restriccions en els controls

Per Hp = 1 'expressié de les restriccions en els controls prenia la forma:
Fu+ f<0.

Substituint la transformacié (10):

i reoredenant, s’obté:

Anomenant

Fy = diag(F P M), fu = —diag(FPM2)D + (f,f,...,f)"

tenim la desigualtat (11) estesa tot 1'horitzé de control:

d’on
Fy (OAU + Tk — 1)) < —fu,

o bé
Fy OAU < FyTla(k — 1) — fg.

Noti’s, en aquest cas, la dependéncia en D, i per tant en k, de fy.
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2.2.2 Restriccions en les variables d’estat
Recordem que per H,, =1 les restriccions tenen la forma
Gz+p<O0.
Considerem les extensions bloc diagonals Gy i pg i obtenim
Gu X < —pg.
Ara, usant X = p+ AOAU + YD:
Gu (p+ AOAU + YD) < —jg.
El calcul per simplificar aquesta expressié és més llarg que 'anterior. Consisteix en substituir
AU = diag(PM;)AU + diag(PMsy) AD
i utilitzar les seglients expressions:
e p=p+ AP Myd(k—1) = p+ Adiag(PMy)yd(k — 1),
e Odiag(PM,)AD + IIPM, d(k — 1) = diag(PM>)(©4AD + Iy d(k — 1)) = diag(PM>)D,
e Adiag(PMs)D + YD = YD.
D’aquesta manera es simplifica

Gu (p+AOAU + YD) < —py <= GuAOAU < -Gy (p+ YD) — py

2.3 Transformacio de la funcidé de cost

Continuem aplicant el canvi de variables, en aquest cas a la funcié de cost:

V(k)=AUT [Wy + @TATWZA@] AU+ 2(TD — X)) W,AOAU
Aquest calcul és bastant llarg ja que consisteix en substituir I’expressié
AU = diag(PM;)AU + diag(P M) AD

en la férmula anterior, expandir el terme de quadratic i reagrupar en AY. Finalment, mitjancant
manipulacions analogues a les que hem fet per simplificar les desigualtats en les variables d’estat
i d’agrupar els termes constants s’obté:

Vik) = AUT [WM n éTATWxAé} AU + 2 [ADTWU (YD +j— X,)TW,AO| AU + est
= AUTOAU+ T AU + cst,
on
Wy = diag(PM;) " Wydiag(PM,),
Wy = diag(P M) "Wydiag(PM).
Aixi doncs, amb tots aquests canvis transformem ’antic problema de programacié quadratica

inicial donat per les expressions (8)-(9) en un problema completament analeg perd amb menys
variables:

AU* (k) = AU(K)TOAUK) + o(k) T AU(k),
st QAUK) < o(k),
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on
0 = <~FH~@~>, B(k) = (F?Hﬁfkil)_fff).
GyAO -Gy (p+ YD) —pu
Cal destacar que en aquest darrer problema, a més d’haver-hi un nombre inferior de variables,
no hi ha restriccions d’igualtat i també que la dependeéncia en k es troba exactament en les
mateixes matrius i vectors que en el problema inicial. Un cop resolt aquest problema mitjancant
el software adeqiiat es pot recuperar la solucié del problema inicial

AU* (k) = diag(P M) AU* (k) + diag(PM)AD(k).

En la propera seccié discutirem quins avantatges suposa aplicar aquesta reduccié a un problema
concret.
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3 Aplicacié i comparacié de resultats

Per veure la utilitat que pot tenir el fet de reduir el nombre de variables anem a considerar un
cas concret:

z(k+1)=Axz(k)+ Bu(k) + Byd(k), keZ

amb

z(k) € R,
u(k) € RO
d(k) € R*,

subjecte a desigualtats de la forma (2) i (3) en cada component de = i u i a igualtats:
Fu+E;d=0

Els valors de les matrius A, B, By, E i Eg aixi com els dels vectors d, Tyaz: Tmin, Umaz 1
Umin €S troben en [1]. La matriu F té dimensions 11 x 61, per tant, tenim m; = 61 variables
manipulades i m¢, = 11 igualtats la qual cosa permet reduir el sistema a 50 variables. Ara bé,
el problema d’optimitzacié (QP) no té 61 variables siné que en té 61H, i el problema reduit en
té 50H,. La qual cosa és un avantage forca considerable si prenem horitzons de 1'ordre de 10 o
20.

Pel que hem pogut observar aquesta reduccié no suposa cap reduccié en el temps de resolucio
del problema de programacié quadratica, ja que si bé les noves matrius sén més petites pel que
fa a dimensions, contenen més termes no nuls que les matrius inicials, que sén molt esparses,
la qual cosa alenteix el temps d’optimitzaci6 (T,¢) lleugerament. Alguns resultats en funcié de
diferents horitzons de prediccié es mostren en la Taula 1(a).

L’avantatge d’aplicar la reduccié de variables es troba, de manera significativa, en el temps
Tomanip que es triga a construir i manipular les matrius que intervenen en el sistema (com ara
A, ©, Q,...) tal i com es mostra en la Taula 1(b) per diferents valors de H,. De manera que
en el temps total la reduccié de varaibles acaba suposant una reduccié de temps considerable
(Taula 1(c)).

Topt (3) Tmanip (3) Tiotal (3)
Hy Nou Vell Hy Nou Vell Hy Nou Vell
1 2.03 2.31 1 0.99 2.19 1 3.02 4.50
) 4.45 3.78 ) 3.64 13.61 ) 8.10 17.39
10 15.08 9.75 10 18.13 | 62.99 10 33.20 72.73
15 41.66 22.47 15 53.72 | 164.31 15 95.38 186.78
20 87.34 | 42.72 20 | 120.33 | 330.75 20 | 207.67 | 373.47
25 | 160.56 75.47 25 | 226.27 | 579.90 25 | 386.83 655.37
30 | 244.25 | 116.60 30 | 381.86 | 923.28 30 | 626.11 | 1039.88
(a) Temps d’optimitzacié (b) Temps de manipulacié (c) Temps totals

Taula 1: Temps de computacid

Pel que fa a performance (valor de la funci6 objectiu en cada iteraci6) es comprova que la di-
ferencia entre les variables calculades directament pel programa inicial i les variables obtingudes
a partir d’antitransformar els resultats del programa nou, mitjancant ’expressi6 (10):

u:leﬂ—l-ﬁMgd,
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9.5

8.5

7.5
0

4.5

(a) Variables x32 (b) Variables x27

Figura 1: Variables d’estat calculades pels dos metodes (20 iteracions, Hp = 15).

25

(a) Tteracié 10 (b) Iteracié 20

70

Figura 2: Valor de les components del vector u i de Pantitranfsormat de u (Hp = 15)

pateixen desviacions minimes, la qual cosa fa que les variables d’estat i també el valor de la
funcié de cost tinguin valors practicament identics. En les figures 1 i 2 podem observar alguns

grafics

de les variables manipulades i d’estat calculades amb els dos metodes.
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4 Conclusions

Degut a la seva natrualesa lineal, la implementacié del metode de les noves variables resulta
senzilla partint d’un programa que resolgui el problema inicial. Aixi, vistos els resultats de temps
de la iltima seccié podem dir que val la pena implementar el canvi sempre que es pretengui
resoldre el problema amb horitzons de predicciéo de l'ordre de 15, 20, 25...Caldria realitzar
més proves amb algoritmes més eficients per tal d’evaluar el comportament amb horitzons de
prediccié més grans i decidir si el temps que es perd en la optimitzacié compensa el que es
guanya en la manipulacié en aquests casos.
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A Resum de matrius i dimensions

Meg X Hym;
Meg X 1

Matriu Dimensions Matriu Dimensions

A nxn - -

B n X m; B n X Mj — Mg

B, n X Mgy Bp n X my

E Meg X M - -

Ed Meg X My - -

P m; +mg X m; + myg p m; X m;
M, Meg X My — Meg M, MG X My — Meg
Mg Meqg X My Mg m; X mgq

A Hyn x H,m; A Hyn x Hy(mi — meg)

T Hpyn x Hymg T Hpyn x Hymg

o Hpyn x 1 - -

€] H,m; x H,m; €] Hy(mi — meq) X Hy(m; —meg)
- - @d Hpmd X Hpmd

II H,m; x m; I Hy(mi — Meq) X mi — Meg
- - Hd Hpmd X mgq

p Hpyn x 1 p Hpyn x 1

Q (2m;Hy + 2nHp) x Hym; Q (2(m; — meq)Hy + 2nHy) x Hy(my — meq)
w (2m;H, +2nH,) x 1 @ (2(m; — meq)Hy + 2nHy) x 1
H -

h -
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