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Abstract

En este articulo se presenta un tutorial sobre andlisis y disefio de sistemas lineales con pardmetros variantes (LPV) utilizando las
desigualdades lineales matriciales (LMIs). Varias especificaciones, tales como la D-estabilidad, el desempefio H,, garantizado y el
coste cuadratico garantizado, asi como también diferentes estructuras de control, tales como el control por realimentacion de estado,
el control por realimentacion de salida y el control basado en observador, han sido consideradas. Para ilustrar de forma didéctica el
desarrollo completo del disefio mediante LMIs, se utilizan un ejemplo numérico y un modelo simplificado de un helicéptero de dos

grados de libertad (TRMS).
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lineales de parametros variantes (LPV).

1. Introduccion

En las dltimas décadas, las desigualdades lineales matricia-
les (LMlIs, del inglés Linear Matrix Inequality) han atraido un
creciente interés por parte de la comunidad investigadora debi-
do ala posibilidad de usarlas para expresar una amplia variedad
de problemas que surgen en la teoria de sistemas y de control
(Boyd et al., 1994). Una LMI es una desigualdad matricial que
es lineal en sus variables, generalmente expresada como:

n
F(X)=F0+ )C,'F,‘<O (1)

i=1
donde F;,i = 1,...,n, son matrices simétricas conocidas, mien-
tras que x;, i = 1,...,n, son escalares desconocidos a los que

se hace referencia como variables de decision. La solucién de
la LMI (1) requiere que F(x) sea una matriz definida negativa,
es decir, que todos sus valores propios sean negativos.

La importancia de las LMIs se debe a que, en las dltimas
décadas, una gran variedad de problemas de andlisis y disefo
de sistemas de control han sido formulados a través de ellas. El
éxito de este enfoque nace de la disponibilidad de muchos solu-
cionadores para resolver LMIs. Entre los mas populares se en-
cuentran: LMILAB (Gahinet and Nemirovskii, 1993), SeDuMi
(Sturm, 1999) y SDPT3 (Toh et al., 1999). Estos solucionadores
estan basados en algoritmos de optimizacién, como por ejem-
plo el algoritmo del elipsoide (Ferndndez and Ruiz, 1991) o el
algoritmo del punto interior (Nesterov and Nemirovskii, 1994).

Desde el afio 2000, 1a cantidad de articulos publicados acer-
ca de LMIs ha aumentado de manera impresionante, de forma
tal que (Duan and Yu, 2013) han definido el siglo XXI como
el periodo floreciente de las LMIs. Varios libros han apareci-
do sobre este tema, presentando métodos avanzados de LMI en
control (El Ghaoui and Niculescu, 2000), control y estimacién
multivariable (Ostertag, 2011), control de superficie dindmica

de sistemas no lineales con incertidumbres (Song and Hedrick,
2011) y control estocastico (Guo and Wang, 2010), entre otros.

El éxito reciente de los sistemas de parametros variantes
(LPV, del inglés Linear Parameter Varying) estd estrechamen-
te relacionado con el éxito del andlisis y disefio basados en
LMI (Rotondo, 2017). Los sistemas LPV fueron introducidos
por (Shamma, 1988) para distinguir tales sistemas de los siste-
mas lineales e invariantes en el tiempo (LTI, del inglés Linear
Time Invariant) y de los sistemas lineales y variantes en el tiem-
po (LTV, del inglés Linear Time Varying). Més especificamente,
los sistemas LPV son una clase particular de sistemas LTV, don-
de los elementos variables en el tiempo dependen de parametros
medidos que pueden variar a lo largo del tiempo (White et al.,
2013). El paradigma de los sistemas LPV ha evolucionado répi-
damente en las tltimas dos décadas y se ha aplicado con éxito a
un gran nimero de aplicaciones, como por ejemplo a sistemas
de seguimiento visual (Sznaier and Mazzaro, 2003), bicicle-
tas sin conductor (Brizuela-Mendoza et al., 2016), suspensio-
nes automotrices (Tudon-Martinez et al., 2016), biorreactores
(Lopez-Estrada et al., 2015) y robots méviles (Rotondo et al.,
2015c).

Sin embargo, mds alld de su utilizacidn en el disefio de nue-
vas técnicas de control, el uso de las LMIs en el contexto de
disefio de controladores convencionales y su introduccién en
cursos de control a nivel académico aln no se ha extendido su-
ficientemente. Una de las razones principales puede ser que no
existe alin texto alguno de tipo tutorial que permita a los estu-
diantes comprender, de forma sencilla, la importancia y la utili-
dad de las LMIs como herramienta para el disefio de controla-
dores.

El objetivo de este trabajo es presentar un tutorial que mues-
tra como, mediante las LMISs, es posible analizar y disefiar sis-
temas LPV. Este material se podria utilizar en cursos de control
en espacio de estado y cursos de control no lineal para introdu-
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cir la visién moderna del control de planificacion de ganancia.

La estructura del articulo es la siguiente: la Seccidn 2 intro-
duce el modelado de sistemas LPV. El andlisis y el control de
sistemas LPV basados en LMI se presentan en las Secciones 3
y 4, respectivamente. La Seccién 5 ilustra de manera didacti-
ca el desarrollo completo del diseiio mediante LMIs, aplicado
a un modelo simplificado de helicéptero de dos grados de li-
bertad (TRMS). Finalmente, en la Seccién 6 se presentan las
conclusiones.

2. Modelado de sistemas LPV

En esta seccidn, se presenta una introduccién al modelado
de sistemas lineales con pardmetros variantes.Por simplicidad,
en este tutorial se considerard solamente el caso de modelos
en espacio de estado con dependencia de pardmetros politopi-
ca, aunque es importante mencionar la existencia de una am-
plia literatura sobre sistemas LPV representados a través de una
transformacion lineal fraccional (LFT, del inglés Linear Frac-
tional Transformation) y modelos LPV entrada-salida, véase
por ejemplo (Scherer, 2001; Wu and Dong, 2006; Ali et al.,
2010).

Los sistemas LPV son una generalizacion de los sistemas
LTV, cuyas matrices en espacio de estado son funciones fijas de
algunos parametros variables 6(r) € ® c R™ que, aunque des-
conocidos a priori, se pueden medir o estimar en tiempo real:

x(1) = A(6(1) x(1) + B (6(1)) u(7) @)
y(@) = C(6(1) x(t) + D (6(1)) uz) 3

Los sistemas LPV establecen un paradigma intermedio entre las
dindmicas lineales y no lineales, por lo que se han convertido en
un paradigma alternativo para el control de procesos no lineales
(Shamma, 2012).

Entre los enfoques de andlisis y disefio disponibles, el mas
popular (al menos teniendo en cuenta el nimero de publica-
ciones) es el enfoque politépico (Hoffmann and Werner, 2015),
que tiene fuertes analogias con los sistemas de légica borrosa
Takagi-Sugeno (TS) (Takagi and Sugeno, 1993; Sala and Ariflo,
2009; Bernal and Guerra, 2010; Anddjar and Barragan, 2014;
Barragan et al., 2015; Villafuerte and Melo, 2015; Guerra et al.,
2015; Rotondo et al., 2015d, 2016). La representacion politopi-
ca de un sistema LPV consiste en definir funciones de pondera-
cién que permitan obtener las matrices del sistema como suma
ponderada de sistemas definidos en los vértices del politépo,
resultando en la representacion:

N
i) = ) i (O0) (Aix(t) + Bu() @
i=1

N
YO = ) 1 (00) (Cix(t) + Dyu(1)) 5)
i=1

donde los cuartetos (A;, B;, C;, D;) definen los sistemas vértice,
y u; son los coeficientes de la descomposicién politdpica, que
cumplen con las siguientes restricciones:

N .
D00 =1,y 60) >0 EVAECANG!
Hay varias técnicas que permiten obtener una representa-
cion quasi-LPV (2)-(3) equivalente a un sistema no lineal, don-
de el quasi se refiere a que los pardmetros variables 8 son fun-
ciones de sefiales enddgenas, como el estado o las entradas del
sistema. Una de las técnicas mds utilizadas es la incrustacion no
lineal (Kwiatkowski et al., 2006), conocida como técnica de la
no-linealidad sectorial en la literatura de TS (Tanaka and Wang,
2001), para la cual, a continuacién, se proporciona un ejemplo.
Consideremos el sistema no lineal:

%1(f) = sin (x1 (1) + x1()x2(8) + u(?) (7
Xo(t) = x1(t) + x5(1) ®)

que, al definir 6,(r) = sin (x1())/x1(1), 62(r) = x1(t) y 65(¢) =
x»(f), puede ser reescrito en la representacion quasi-LPV equi-
valente:

[ 61 6x(D) 1
x(1) —( () 63(1) )X(t)+( 0 )u(t) 9)

Obsérvese que (9) no es la tnica representaciéon quasi-LPV
posible para (7)-(8). Por ejemplo, definiendo 6;(r) = x(¢) +
sin (x1 (7)) /x2() y 62(¢) = x%(t)/xz(t) + x,(t), se obtiene:

() =( 8 Z;Eg )x(t)+( (1) )u(t) (10)

Sin embargo, hay dos inconvenientes en la representacion
(10): su no controlabilidad y el hecho que 6,6, — oo cuando
x, — 0. Debido a esto, es importante conocer si una represen-
tacion quasi-LPV es controlable (o detectable). Recientemente,
este tema ha tenido mucho interés, véase por ejemplo (Witczak
et al., 2015, 2017), en los cuales se han obtenido condiciones
necesarias y suficientes para analizar la alcanzabilidad y ob-
servabilidad de sistemas en tiempo discreto con representacion
politdpica.

La técnica de la incrustacién no lineal se puede aplicar a
todas las funciones no lineales de clase C!, y tiene la ventaja
de proporcionar una representacion LPV del todo equivalen-
te al sistema no lineal de origen. Sin embargo, al utilizar esta
técnica, el nimero de pardmetros variantes explota de forma
exponencial al aumentar del nimero de no linealidades (Sala,
2009). Hay trabajos que intentan poner remedio al problema
de la dimensionalidad, entre los cuales cabe recordar el méto-
do propuesto por (Kwiatkowski and Werner, 2008), basado en
el andlisis de componentes principales aplicado a trayectorias
tipicas de los pardmetros variantes.

IPara el caso en que las funciones no sean fijas da lugar a los sistemas LPV conmutados (Lu and Wu, 2004). Por otra parte, si los pardmetros no se pueden medir
o estimar, los sistemas LPV se reconducen al caso de sistemas con incertidumbre variante en el tiempo (Zhou and Khargonekar, 1988).



3. Analisis de sistemas LPV basado en LMIs

En esta seccidn, se van a presentar algunos conceptos basi-
cos de la utilizacién de las LMIs para el andlisis de sistemas
LPV. Estos conceptos se derivan de la teoria de Lyapunov, que
para un sistema autébnomo:

x(r) = f (x(1) (1)

donde x(r) € R™ es el estado y f denota una funcién no lineal,
establece que es asintéticamente estable (en otras palabras, to-
das sus trayectorias convergen al origen del espacio de estado)
si y solo si existe una funcién de x(¢), denominada funcion de
Lyapunov, V(x) tal que V(0) = 0y Yx € R™\{0}:

Vx)>0
V(x)<0

(12)

(13)

Es facil comprobar que, para un sistema auténomo LTT:
x(1) = Ax(z) (14)

si se elige una funcién de Lyapunov cuadritica V (x(¢)) =
x(t)T Px(t), con P matriz simétrica, las condiciones (12)-(13)
pueden expresarse como las siguientes LMIs?:
P>0
A"P+PA <0

(15)
(16)

Al emplear la misma funcién de Lyapunov para un sistema
auténomo LPV:

x(1) = A(0(1)) x(t) 0(t) e ® 17
la condicién de estabilidad cuadratica lleva a:
AO)TP+PAWM) <0 VOeO (18)

Sin embargo, (18) corresponde a la satisfaccion de un
nimero infinito de condiciones, lo que conlleva un problema
computacional. La forma mas comin de abordar este problema
es utilizar el enfoque politépico, de modo que si A (6(¢)) en (17)
se puede expresar tal que:

N
A(6(n) = Z,ui (B(1))A; (19)
i=1

con los coeficientes y; (6()) que cumplen (6), entonces una con-
dicién suficiente para (18) es que:
ATP+PA; <0  Vi=1,...,N (20)

Dicho resultado se logra aprovechando una propiedad basi-

ca de las matrices (Horn et al., 1990), que establece que cual-
quier combinacién lineal de (20) con coeficientes no negativos,

de los cuales al menos uno sea diferente de cero, es definida

negativa. Por lo tanto, utilizando los coeficientes y; (6(¢)), y te-
niendo en cuenta (19), se obtiene (18).

El conjunto de LMIs (20), aunque proporciona unas condi-
ciones atractivas para la computacion de la matriz P, introduce
conservadurismo ya que (20) es del todo equivalente a (18) (o
sea, ademas de ser una condicién suficiente es también necesa-
ria), solo cuando el conjunto de posibles valores de A (6(f)) ex-
presado por (19) coincide con el conjunto de valores de A (6(¢))
obtenido al variar 6(f) en ®, que no es el caso en muchas apli-
caciones.

Es importante remarcar que el enfoque basado en LMIs es
un caso particular del andlisis basado en la suma de cuadrados
(SOS, del inglés Sum-Of-Squares), que trata de encontrar una
descomposicién adecuada de las variables de decisién para ve-
rificar la positividad de polinomios dados (Prajna et al., 2004;
Wu and Prajna, 2005; Gordillo Alvarez, 2009; Pitarch et al.,
2014). Aunque sea computacionalmente atractivo y conduce a
soluciones precisas, la complejidad de este enfoque ha obstacu-
lizado su difusién, y hoy en dia su aplicacién continua restrin-
gida a casos especificos, como el andlisis de sistemas LPV con
parametros constantes a trozos (Briat, 2015).

Es de interés sefialar que siempre es posible utilizar un
método numérico basado en discretizar ® y evaluar (18) en los
puntos de una rejilla, reduciendo el nimero de condiciones de
infinito a finito (Wu et al., 1996). Sin embargo, este método
solo proporciona un analisis aproximado, ya que no se pueden
extraer conclusiones tedricas para valores de 6 diferentes de los
considerados en el mallado.

Ademds, es preciso recordar que en el caso de sistemas
quasi-LPV generados a partir de sistemas no lineales (como se
ha explicado anteriormente, en la Seccién 2), las conclusiones
obtenidas a través del andlisis mediante LMIs deben ser com-
pletadas con una estimacién del dominio de atraccion. El lector
interesado puede consultar como aplicar dicho procedimiento
en (Bruzelius et al., 2003a,b; Pitarch et al., 2012).

Por tltimo, vale la pena resaltar que la principal debilidad
de emplear V (x(f)) = x(t)" Px(t) para realizar el andlisis es que
se consideran variaciones en los pardmetros 6 arbitrariamente
répidas. Por esta razdn, se han propuesto en la literatura fun-
ciones alternativas, como las dependientes de los pardmetros
(Gahinet et al., 1996; Trofino et al., 2001):

V (x(1), 6(1)) = x(1)" P (6()) x(1) 2D
que permiten tener en cuenta los limites conocidos sobre la tasa
de variacién de 6.

A continuacién, resumimos algunos de los resultados mas
relevantes de andlisis para sistemas LPV utilizando LMIs.

3.1. D-estabilidad

Laidea de D-estabilidad de un sistema estd relacionada con
la posicién de sus polos y permite analizar o determinar sus
caracteristicas transitorias. La D-estabilidad se basa en la defi-
nicién de una region LMI (Chilali and Gahinet, 1996), que es

2Debido al uso de una funcién cuadratica de Lyapunov, estas LMIs son conocidas como condiciones de estabilidad cuadrdtica (Amato, 2006).
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un subconjunto P del plano complejo definido por una matriz
simétrica @ = [ay] € R"™™ y una matriz 8 = [B] € R™" tal
que:

D={seC: fp(s) <0} (22)

donde fp(s) es la funcion caracteristica, definida como:

fo(s) = a+sB+ 5B = [aw +Pus +Bus liskism  (23)

y s* denota el complejo conjugado de s.
Entre las regiones LMI mas utilizadas se encuentran (ver
Figura 1):

= semiplano a la izquierda Re(s) < A

a=-21 =1

= semiplano a la derecha Re(s) > Ag

a=21 pB=-1

= regiones circulares centradas en (—¢, 0), de radio r

=7 %) =6 o)

= sectores conicos centrados en el origen, con dngulo 6
(0 0 = sinf cos6
““lo o "\ —cos@ sind

Im(s)

(;“RIO)
(_qro) (}‘1-10)

Re(s)

/
B

Figura 1: Representacion grafica de las regiones LMI.

Dada una regiéon LMI D, el sistema auténomo (14) es D-
estable si todos sus polos estdn en 9. Con un ligero abuso de la
terminologia, los polos del sistema LPV (17) se pueden definir
como el conjunto de todos los polos de los modelos LTI que se
pueden obtener congelando los pardmetros variantes 6(¢) a to-
dos los posibles valores constantes 6* € ®. Con tal definicion,
es posible extender la nocién de D-estabilidad a los sistemas
LPV, lo cual permite imponer la decadencia exponencial de los
transitorios (Chilali et al., 1999), asi como resolver problemas

préacticos en el disefio de controladores LPV relacionados con
la presencia de dindmicas rapidas (Ghersin and Pefia, 2002).

(Chilali and Gahinet, 1996) han proporcionado una condi-
cién basada en LMIs para evaluar la D-estabilidad del siste-
ma auténomo LTI (14), que ha sido extendida al caso LPV
por (Ghersin and Pefia, 2010). Mas especificamente, el siste-
ma auténomo LPV (84) es cuadrdticamente D-estable si existe
una matriz simétrica P > 0 tal que:

a®P+BRAWOP)+B 9(ABP) <0 VIec® (24)

donde ® denota el producto de Kronecker.

Por ejemplo, si deseamos verificar que los polos de (84)
estan dentro de la region circular centrada en (—g¢, 0) de radio r,
(24) se convierte en:

—rP qP + A(O)P

P + PAO) P )<0 VO e® (25)

3.2.  Desempenio He, cuadrdtico

La metodologia de control H,, se utiliza para controlar
sistemas cuyas ecuaciones de estado y de salida estén afecta-
das por perturbaciones desconocidas (Isidori and Astolfi, 1992;
Rascon et al., 2014). La nocién de desempefio H.,, inicialmen-
te propuesta para sistemas LTT, en los cuales se relaciona con la
norma ‘H,, de la matriz de transferencia, se interpreta en siste-
mas LPV del tipo:

X(1) = A(6(0) x(1) + B, (6(1)) w(?) (26)
Zeo(t) = Cyy (6(1)) x(1) + D, (0(1)) w(1) 27

donde w(r) es una entrada desconocida (perturbacién) y z., es
una salida de interés, como la existencia de un limite superior y
en la ganancia £, entre w y z., lo que implica que z. () satis-
face, para el estado inicial x(0) = 0,y V¢ > O:

t t

f ZOO(T)TZOO(T)dT<’yz f w(T)Tw(‘r)dT (28)

0 0

para todas las posibles trayectorias del pardmetro 6 en ©.

A través del lema de acotamiento real (BRL, del inglés
Bounded Real Lemma) (Apkarian et al., 1995), es posible obte-
ner unas LMIs para analizar la satisfaccion de (28). En particu-
lar, el BRL establece que el sistema (26)-(27) tiene un desem-
peflo H,, cuadrético igual a vy si existe una matriz simétrica
P > 0 tal que:

AOTP + PA®) PB,©O) C (O
B,.(O)"P -yl D,
Cv(0) D, () -yl

<0 Vee® (29)



3.3.  Coste cuadrdtico garantizado

El concepto de coste garantizado generaliza la funcién de
coste del regulador lineal cuadritico (LQR, del inglés Linear
Quadratic Regulator). El enfoque LQR, que se encarga de en-
contrar la ganancia de realimentacion éptima que minimiza una
funcién de coste para un sistema LTI, no puede ser aplicado
al caso LPV debido a que el valor final de la funcién de coste
dependerd de la trayectoria especifica del vector de pardmetros
variantes #, que no se conoce a priori. Por lo tanto, para evitar
este problema, a través del concepto de coste garantizado, en
lugar de realizar directamente la minimizacién de la funcién de
coste, se minimiza un limite superior de dicha funcién.

Para mostrar este concepto, consideremos el sistema LPV
auténomo (17), con una condicidn inicial dada x(0) = xp, y la
siguiente funcién de coste cuadratica:

J = f " ()T Qx(7)dr (30)
0

donde Q = H"H > 0, con H € R"*" n, = rank(Q).

Tal como sugirié (Ostertag, 2011), un método practico para
minimizar J es garantizar que esté por debajo de una cota y, y
de esta forma, minimizar y en lugar de J. Para hacerlo, se intro-
duce una funcién de Lyapunov V (x(f)) = x(t)T Px(¢), con una
matriz simétrica P > 0 tal que:

V(x0) = xp Pxo <y 31
V (x(1)) + x()T Ox() < 0 (32)

Integrando de 0 a co, obtenemos:

J= fw x(0)T Qx(T)dr < V(xo) <y (33)
0

Luego, aplicando los complementos de Schur, se puede
mostrar que (31)-(32) pueden reescribirse de la forma siguiente:

Yy X
(XO lg)>o (34)

( A(O)P + PA(®) PHT

HP _J )<0 VO e® (35)

proporcionando as{ unas LMIs para analizar el coste cuadratico
garantizado para un sistema LPV.

4. Control de sistemas LPV basado en LMIs

Los resultados presentados en la seccion anterior se pueden
usar para disefiar controladores que alcancen unas especifica-
ciones deseadas.

4.1. Control por realimentacion del estado

Consideremos un controlador LPV basado en la técnica de
realimentacién del estado:

u(r) = K (0(1)) x(1) (36)

donde K(6) € R"™*" eg la ganancia, para un sistema LPV con
estructura como en (2). Combinando (2) y (36), se obtiene que
el sistema en lazo cerrado es descrito por el sistema auténomo
LPV:

x(1) = (A0(0) + B(6(1)) K (6(1))) x(1) (37

de modo que las LMIs (18) se pueden aplicar, obteniendo:
A(0)" P+PAO)+K(0)" B(O)" P+PB(O)K(6) <0 Y6 € ® (38)

La Ecuacién (38) es una desigualdad bilineal matricial
(BMLI, del inglés Bilinear Matrix Inequality), debido a que las
variables desconocidas K(6) y P aparecen en el mismo produc-
to de matrices PB(6)K(6). Sin embargo, es posible transformar
(38) en LMIs mediante un cambio de variable. Antes de ha-
cerlo, es apropiado discutir brevemente sobre la dualidad de
las desigualdades matriciales obtenidas a partir de la teoria de
Lyapunov (Goebel et al., 2006), que establece que para estas
desigualdades es siempre posible obtener una forma dual. Por
ejemplo, la forma dual de la LMI (18) est4 dada por:

AO)P + PAO)T <0 Voe® (39)

que se obtiene pre- y post-multiplicando (18) por P!, y rea-
lizando luego el cambio P~!' - P. En consecuencia, la forma
dual de (38) es:

A(O)P+PAO) +BO)K(O)P+PK(O)BO)T <0 VY€ ® (40)

Luego, al realizar el cambio de variable I'(6) = K(0)P, (40)
se convierte en:

AP + PAO)T + BOT®) +TO)BO) <0 Yoe® (41)

que es en forma de LMI. Es importante mencionar que, en el ca-
so de que se deseen especificaciones multiples, el cambio de va-
riable I'() = K(6)P introduce cierto conservadurismo, ya que
fuerza a usar la misma matriz P para todas las especificacio-
nes, en lugar de usar diferentes matrices para diferentes espe-
cificaciones. De todas formas, utilizar LMIs en lugar de BMIs
es conveniente, debido a la eficiencia computacional de los al-
goritmos que permiten solucionar LMIs y al hecho de que las
BMISs son no convexas, por lo cual no existe garantia de obtener
un minimo global.

Al igual que en el caso del andlisis, (41) plantea un proble-
ma computacional debido al nimero infinito de condiciones.
Lamentablemente, la aplicacién directa del enfoque politépico,
asumiendo que:

N
( e ) = D6 ( p ) 42)
i=1
y eligiendo:
N N
K@) = > i 00) K; = TO) = > (@O (43)
i=1 i=1
no es inmediata, debido a que:

N N
BOX(©) = > (01 Y 1 O)BT; (44)
i=1

J=1



de manera que (41) da lugar al problema de verificar la negati-
vidad de una doble suma politépica. Se podria pensar de rees-
cribir (41) como:

AP+ PAl + BT, +T]B} <0 Vi, j=1,....N  (45)

pero esta solucién tiene la desventaja de que una ganancia vérti-
ce K; debe ser robusta respecto a todos los valores posibles de
B(0), lo cual corresponde a un grado muy elevado de conserva-
durismo. Por esta razén, en la literatura han aparecido solucio-
nes alternativas. Histéricamente, la primera fue propuesta por
(Apkarian et al., 1995), y consiste en emplear un pre-filtrado de
la entrada de control u(t), introduciendo el sistema:

X,(1) = Ayx,(t) + Bii(t) (46)
u(®) = Cyx, (1) 47)

donde x,(¢) es el estado del filtro, ii(7) es la nueva entrada de
control y A,, B,, C, son matrices elegidas de manera que A,
sea estable y su dindmica despreciable frente a la del sistema
LPV (2). De esta manera la combinacién de (2) con (46)-(47)
lleva a:

x(2) AB(1) B@O@)C, x(t) 0 ).
(fw) )z( 0 Ay )( xu(0) )*( B, )”(”

(48)
que es un sistema LPV con matriz de entrada constante y por
el cual la variabilidad asociada a B (6(f)) queda incrustada en la
matriz de estado. Sin embargo, cabe destacar que trabajos re-
cientes han puesto en duda las ventajas aportadas por el filtro
(46)-(47) respecto a usar directamente las LMIs (45) para el di-
seflo del controlador (Pandey et al., 2016; Sehr and de Oliveira,
2017).

Una solucién alternativa consiste en relajar (45). (Tuan
et al., 2001) fue uno de los primeros trabajos que abordé el
tema de la relajacion, demostrando que (41) queda satisfecha
si:

AP+ PA; +BT;+TTBl <0 Vi=1,...,N (49)

[A,P + PA; + BI'; + FITBIT] [A,P + PA; + BjF,‘ + FITB]T
+
N-1 2

(50)
+AjP + PA] + Bl‘r]‘ + FfB?]
2

<0Vi,j:1<i#j<N

Entre la mirfada de condiciones disponibles en la literatu-
ra que disminuyen el conservadurismo de evaluar (45), usual-
mente bajo el coste de aumentar la carga computacional, va-
le la pena describir las condiciones propuestas por (Sala and
Arifio, 2007), que presentaron una aplicacién al control borroso
de los teoremas de Polya sobre formas positivas en el simplex
estandar. El resultado es un conjunto de condiciones suficientes
para probar la positividad de las sumas dobles, que son progre-
sivamente menos conservadoras a medida que un pardmetro de
complejidad n aumenta. Estas condiciones son asintdticamente
exactas, o sea, necesarias y suficientes cuando » tiende al infi-
nito.

Introduzcamos la siguiente notacion:

I, = {7 = (ijiss....i) eN[I <i; <NYj=1,....n} (51)
I} = {7 € Llix < igerk=1,...,n— 1) (52)

y definamos SD(?) C I, como el conjunto de permutaciones, con
. . .. 2?

posibles elementos repetidos, del multi-index i. Entonces, para

cualquier n:

Z[Aij+PAJT.l+Bj2Fj]+FJT1BJT.2]<O Viel: (53)
jeP®

es condicién suficiente para (41). Ademas, existe un valor de
n finito tal que (53) es necesaria y suficiente (Sala and Arifio,
2007).

Entre las condiciones alternativas hay las obtenidas gene-
rando particiones del politopo a través del método de triangu-
lacién (Kruszewski et al., 2009), lo cual permite obtener una
familia de condiciones suficientes para sumas dobles y, en pa-
ralelo, otra familia de condiciones necesarias, que se vuelven
asint6ticamente exactas al disminuir el tamafo de las particio-
nes, y las condiciones propuestas por (Sala and Arifio, 2008),
que permiten relajar las condiciones de doble suma politépica
para tener en cuenta, por ejemplo, de que haya huecos en el
conjunto ©.

Vale la pena sefalar que lo discutido en esta seccidén no se
aplica solo al problema del disefio de controladores para la es-
tabilizacién cuadritica, sino también al caso de otras especifi-
caciones, tal como la D-estabilizacion, el control H,., el con-
trol con coste garantizado y muchas mas que se han omitido
en este tutorial debido a la limitacién de espacio. Por ejemplo,
reemplazando A(6) + B()K(8) — A(H) en (24), y realizando
el cambio de variables I'(#) = K(8)P, las condiciones para la
D-estabilizacion cuadritica se obtienen de la siguiente forma:

a®P+B®(AO)P + BO(9)) (54)
+87 ® (AO)P + BOT®) <0 Voe®

De forma parecida, se puede realizar el control H,
cuadrético utilizando (29), en la cual el término superior iz-
quierdo A(6)T P + PA(6) es reemplazado por el término a mano
izquierda en (41). Finalmente, de acuerdo con (Rotondo et al.,
2015Db), el control con coste garantizado puede disefiarse modi-
ficando el criterio cuadratico (30) en:

J= foo [x(T)TQx(T) + M(T)TRM(T)] dr (55)
0

donde R > 0 y demostrando que las LMIs para obtener una ga-
nancia de controlador de coste garantizado estdn dadas por (34)

y:

AP + BOI©O) +x PHT TO)T
HP -1 0 <0 V0e® (56)
I'(6) 0 -R!

donde x indica el término inducido por simetria.



4.2.  Control por realimentacion de salida

Otra técnica relevante es el diseflo de un controlador por
realimentacién de la salida:

Xk (1) = A (6(0) xk (1) + Bk (6(1)) y(1) (57)
u(t) = Cg (0(0) xg (1) + Dk (0(1)) (1) (58)

donde xgx € R"* es el estado interno del controlador, y Ag (6(7)),
B (6(1)), Ck (6(1)), Dk (6(2)) son las matrices en espacio de es-
tado del controlador, para un sistema con ecuacién de estado
(2) y ecuacion de salida:

y(@) = C(6(1) x(1) (59)

En este caso, el sistema auténomo resultante de (2) y (57)-
(59) es (para simplificar la notacién, se omite la dependencia de
6 sobre 1):

( x(1) ) _ ( A(6) + B(O)Dk(0)C(0) B(0)Ck(6) )( x(1) )
Xk ) Bk (0)C(0) Ak(0) xg (1)
(60)
Debido a la presencia del término C(6) post-multiplicando
Bk(8) y Dg(0) en (60), el cambio de variables necesario pa-
ra obtener LMIs es mds complejo. Como se detalla en (Chilali
and Gahinet, 1996), al particionar tanto P como su inversa de la
siguiente manera:

(0o M 4 (S N
P‘(MT U) Pl‘(NT V) ©61)

es posible definir nuevas variables:

Bk (6) = NBg(0) + S B(0)Dk(6) (62)

Ck(6) = Cxk(O)M" + Dg(6)C(6)Q (63)

Ax(0) = NAg(O)M" + NB(0)C(0)Q + S BO)Cx(O)M” (64)
+ S (A(6) + B(O)Dk (6)C(0)Q

de modo que, si M y N tienen rango de fila completo, entonces
dadas las matrices Ag(6), Bk (6), Cx(0), Dk(0), O, S, M, N, es
siempre posible calcular las ganancias del controlador Ax(6),
Bk (0), Ck(0) que satisfacen (62)-(64). Ademas, si ng = n, (M
y N son cuadradas e invertibles), entonces A (6), Bx(6), Cx(6)
estardn determinadas de manera tnica.

Por lo tanto, por medio de una transformacién de congruen-
cia apropiada, a través de la matriz:

I S
I = ( 0 N ) (65)
la condicidn de estabilidad cuadratica (39) se transforma en:
o 1
( I ) >0 (66)

D) + PO <0 Yo e® (67)

AB)Q + B(O)Ck(6) A(0) + B(O)Dk(6)C(6)

®(6) = ( A©) SA®) + B(O)C(O)

(68)

donde (66) asegura la invertibilidad de M y N. De manera pa-
recida, la condicion de D-estabilidad (24) se convierte en (66)

y:

a®( ? ; )+,8®(D(6) +BL @) <0 (69)
De la misma forma, se pueden obtener las condiciones para rea-
lizar el control H.,, con coste garantizado, o para alcanzar otras
especificaciones. Notese, que sumas politpicas dobles y tri-
ples aparecen debido a los términos B(6)Ck(6), Bk(0)C(0) y
B(0)Dk(0)C(9), respectivamente, para las cuales es aplicable lo
presentado en la Seccién 4.1, con ligeras modificaciones.

Vale la pena sefalar que en sistemas quasi-LPV en los cua-
les 6(7) dependa de estados no medidos, el andlisis y disefio del
control por realimentacion de salida se vuelve mas complicado,
véase por ejemplo (Kose and Jabbari, 1999).

4.3. Control basado en observador de estado

Finalmente, para el sistema (2) con ecuacién de salida (59),
es posible disefiar un observador de estado, es decir, un sistema
dindmico que proporciona una estimacion del estado x(f):

(1) = A(6(0) X(1) + BO0) u(r) + LO1) (1) = (1)) (70)
(@) = C(6(n) i) (71)

y usar el estado observado ¥ € R™ para alimentar el controla-
dor, reemplazando (36) con:

u(t) = K (6(1)) x(1) (72)

Al definir e(f) = X(t) — x(¢), el sistema auténomo resultante
de la conexién de (2), (59) y (70)-(72) es (se omite la depen-
dencia sobre 7):

£\ _ [ A® +BOK®) BO)K(6) X
e )= 0 A®) + LOCO) )\ e

) (73)

Es preciso recordar que para los sistemas LPV, de manera
parecida a los sistemas LTI, una estructura de la matriz de esta-
do de tipo triangular a bloques permite centrarse en las propie-
dades de los subsistemas en la diagonal, lo cual permite aplicar
el principio de separacion. Este resultado, inicialmente desarro-
llado para sistemas TS (Tanaka and Wang, 2001), proporciona
el marco tedrico para realizar el control basado en observador
de estado utilizando las LMIs presentadas anteriormente, o sus
formas duales, que se pueden utilizar para disefiar la ganancia
del observador de estado L(6). Por ejemplo, para la estabilidad
cuadritica, (16) lleva a:

PA®®) + AP + AO)C + CTAO) <0 (74)

donde A(6) = PL(0).

De manera parecida al caso de la realimentacion de salida,
también en el caso del control basado en observador de esta-
do se debe tener cuidado cuando se consideren sistemas quasi-
LPV en los cuales 6(f) dependa de estados no medidos, véase
por ejemplo (Heemels et al., 2010).



4.4. Consideraciones adicionales

Finalmente, es de interés el hecho que, mediante modifica-
ciones apropiadas de los métodos de andlisis y diseno LPV, es
posible tener en cuenta tanto las incertidumbres paramétricas
como permitir la modificacién en linea de las prestaciones del
sistema de control. En el primer caso, hace falta reemplazar las
expresiones politopicas (19) y (42) con expresiones a doble ca-
pa (Rotondo et al., 2014):

Ay \_~ A\~ (A
(MMJ‘;WW%EyQQﬁW;W4%)
(75)

con los coeficientes y; (8(7)) que cumplen (6) y los coeficientes
nim tales que:

M;
Dilin=1 MmO Ym=1l...M;  (76)

m=1

En (75), las matrices A (6(1)), B(6(1)), A; y B; son inciertas,
mientras que A;, y B, son conocidas, ya que toda la incerti-
dumbre estd contenida en los coeficientes 7;,,. Por lo tanto, la
ganancia del controlador LPV (43) puede disefiarse para que el
sistema de control presente robustez frente a la incertidumbre
paramétrica, reemplazando (45) con:

T <o Vi,j=1,...,N

Jm Vm=1,..., M, 7

AP+ PA], +B;,T;+T/B

Notese que la representacion politopica de doble capa genera-
da por (75) puede verse como un caso especial de la estructura
del producto tensorial, que surge de un sistema escrito como
una suma politépica multidimensional. Por lo tanto, condicio-
nes LMI relajadas para el anélisis o el disefio se pueden obte-
ner siguiendo los resultados teéricos disponibles en la literatura,
como por ejemplo los que se encuentran en (Scherer, 1998) y
(Arifio and Sala, 2007). Sin embargo, en el caso de sistemas
con varios pardmetros inciertos, una caracterizacién elipsoidal
de la incertidumbre podria ser preferible para evitar problemas
computacionales relacionados con el crecimiento exponencial
del nimero total de vértices politépicos (Tanaka et al., 2000).

En el segundo caso, detallado en (Rotondo et al., 2015a), el
parametro 6 es utilizado para inducir variaciones en indicadores
de prestacién como la regién LMI D o el desempefio Ho, v, ob-
teniendo respectivamente D(6) o y(6). Este paradigma, denomi-
nado mudable (del inglés shifting), es apropiado para todas las
situaciones en las cuales una degradacién de las prestaciones,
en unas condiciones concretas de funcionamiento, sea desea-
ble.

5. Ejemplos

Para ilustrar de forma didéctica la metodologia de disefio
utilizando LMIs, se utilizardn dos ejemplos: el primero es un
ejemplo numérico que ensefiard la aplicacién de las condiciones
(45) y (51)-(53) para el disefio de un controlador en el caso en el

cual la matriz de entrada del sistema dependa de algin pardme-
tro variable 6(¢); el segundo ejemplo es la aplicacién a un siste-
ma de doble rotor con miultiples entradas y salidas (TRMS, del
inglés Twin Rotor MIMO System). El TRMS es una platafor-
ma de prueba que emula el comportamiento aerodindmico de
un helicoptero, el cual se considera un problema de ingenieria
desafiante e interesante debido a su alta no linealidad, al acopla-
miento entre sus ejes y a la inaccesibilidad de algunos estados y
salidas para la medicion (Carrillo-Ahumada et al., 2015). Con el
fin de resaltar las caracteristicas principales de un disefio basa-
do en LMIs, se considerard un modelo simplificado del TRMS,
en el cual solo se tomard en cuenta la dindmica horizontal. El
lector interesado puede encontrar el modelado, la identificacién
y el control quasi-LPV para todo el TRMS, que comprende am-
bas dinamicas (tanto la horizontal como vertical) en (Rotondo
etal., 2013).

5.1.  Ejemplo numérico

Se considera el problema de disefiar la ganancia K (6(¢)) del
controlador por realimentacién de estado (36), para un sistema
LPV en la forma proporcionada en la Ecuacién (2), con matri-
ces politépicas como en (43) dadas por:

2 -7 1
w=(1F) (o)
2—a -7 1
AZ_( l+a 3 ) Bz_( a)
2 -T+a 1+a
se(1 ) (5
donde a es un pardmetro no negativo, cuyo valor cuantifica
la diferencia entre los vértices (obsérvese que para a = O,
A} = Ay = A3y By = B, = Bs, por lo tanto el sistema LPV
se convierte en un sistema LTT).

Tal y como se ha detallado en la Seccion 4.1, debido a la
variabilidad en la matriz B (6(¢)), la utilizacién de (45) para el
disefio de las ganancias vértice del controlador K; = I'| P!,
K, =TI,P~'y K3 =T3P, que conduce a:

AP+ BiI'i + x <0,
AP+ B3N + % <0,
A2P+ Bzrg +% <0,
AsP + BiI's + % <0,
A3P + B33+ % <0

AP+ Bl +x <0
AP+ BT+ %<0
AP + B3Iy + % <0
AsP + Byl + % <0

donde x indica el término inducido por simetria, introduce mu-
cho conservadurismo. De hecho, a través de la YALMIP rool-
box (Lofberg, 2004) con el solver SeDuMi (Sturm, 1999), se
consigue encontrar soluciones a las LMIs solamente por valo-
res de a hasta a = 0,5.

Paran = 2, los conjuntos (51)-(52) se expresan de la manera
siguiente:

I ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),3,3)}
I =1{1,1,(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}

por lo cual los conjuntos P(?) son: P(1,1) = {(1, 1)}, P(1,2) =
{(1,2),2, D}, £(1,3) = {(1,3),3, D}, P2,2) = {(2,2)},



P2,3) = {2,3),3,2)} y PG3,3) = {(3,3)} y las LMIs (53)
corresponden a:
AP+ BiI'1+%x <0, AIP+AP+B)I1+BI,+%x<0
AP+A3P+B3['1 + BiI'3+ % <0, AP+ Br+%<0
AP+ A3P + B3l + BoI's + % <0, A3P+ B33+ % <0
que son menos conservadoras que las anteriores. De hecho, uti-
lizando estas LMIs, se consigue encontrar soluciones por valo-
res de a hasta a = 8,9.
Por otro lado, para n = 3, se obtiene:
]I;— :{(19 19 1)’(1’ 1’2)’(1’ ]’3)7(]72’ 2)’(1’2’ 3)7 e
++(1,3,3),(2,2,2),(2,2,3),(2,3,3),(3,3,3)}

yP(1,1,1) ={(1,1, D}, P1A,1,2) ={(1,1,2),(1,2,1), (2,1, 1)},
P1,1,3) = {(1,1,3),(1,3,1),3, 1,1}, P1,2,2,) =
{(1,2,2),(2,1,2), (2,2, 1)}, £(1,2,3) = {(1,2,3),(1,3,2),

2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2, D}, P(1,3,3) =
(3,3, D}, P2,2,2) = {2,2,2)}, P2,2,3) = {(2,2,3),
(2,3,2),(3,2,2)}, £2,3,3) = {2,3,3),(3,2,3),(3,3,2)},
P@3,3,3) = {(3,3,3)}, por lo cual las LMIs (53) se expresan
como:

AiP+BI;+x<0, i=1,2,3
2AiP+AjP+Bil"i+le",-+B,~Fj+* <0, (l,]) = (1,2),
(1»3)’(2’ 1)’ (29 3)’ (3’ 1)» (3»2)

i(ZAiP+ i B,Tj]+* <0

i=1 Jj=Li#j

que disminuyen atn mds el conservadurismo, ya que con estas
LMIs se consigue encontrar soluciones para valores de a has-
ta a = 12,6. Al seguir aumentando los valores de n se consigue
incrementar el valor maximo de a para el cual se pueden encon-
trar soluciones, pero con un coste computacional mayor (nétese
que n = 2 proporciona 6 LMIs, mientras que para n = 3 encon-
tramos 10 LMIs).

5.2.  Aplicacion al TRMS
La dinamica horizontal del TRMS se describe mediante un

conjunto de tres ecuaciones diferenciales no lineales (Rotondo
et al., 2013):

dw,  kok B, ki S (wn)

= _ —= + - 78
dt TR, (J,, 7 R

ay, _ L f> (wp) c0s 69 — konQy — f3 (O1) (79)
dt Kpcos?t? + Kgsin?6? + Kp

doy,

— =Q 80
7 h (830)

donde la descripcion de los simbolos se proporciona en la Ta-
bla 1, mientras que los valores de los parametros utilizados en el
resto de la seccion se resumen en la Tabla 2. La entrada del sis-
tema es uy, el vector de estado del sistema es x = [wy, Q, O]
y las funciones no lineales f;(-) se definen como:

w20
a)h<0

k,hpa)ﬁ si

—k,;mwi si 1)

Si(wn) :{

{(1,3,3),(3,1,3),

_ kﬂ,pwi si w,>0

fZ(CUh) B { —kfhnwi si w, <0 (82)
| kenpbh si 6,>0

f3(0h) - { kchngh Si 0]1 < O (83)

Usando el enfoque de incrustacién no lineal propuesto por
(Kwiatkowski et al., 2006), las ecuaciones (78)-(80) puede lle-
varse a la forma equivalente quasi-LPV dada por:

Wy, aj +6(wp) 0 0 wp b
Q |= 0> (wp) axp 6 (6y) Qp [+ O |up
A 0 0 0, 0

(84)

Tabla 1: Definicion de pardmetros del TRMS

Simbolo Descripcion
By, Coeficiente de friccion viscoso de la hélice
Si(wn) Friccion de arrastre de la hélice
for(wn) Fuerza aerodindmica debido al rotor
£(6n) Torque de la fuerza del cable plano
Jir Momento de inercia de la hélice
Kp,Kg, K Constantes fisicas
ki Constante de entrada del motor
kq Constante de torque del motor
kehn Coeficiente de fuerza del cable para 6, < 0
kenp Coeficiente de fuerza del cable para 6, > 0
kfnn Coeficiente de fuerza aerodindmica del rotor para wy, < 0
kfnp Coeficiente de fuerza aerodindmica del rotor para wy, > 0
kon Coeficiente de friccién horizontal del subsistema de vigas
kihn Coeficiente de friccion de arrastres de la hélice para w;, < 0
kinp Coeficiente de friccion de arrastres de la hélice para w;, > 0
Iy Longitud de la viga
R, Resistencia de armadura del motor
up Voltaje de entrada del motor
O Angulo de guifiada de viga
99 Angulo de cabeceo de equilibrio
[ Velocidad de rotacién del rotor
Q Velocidad angular del TRMS alrededor del eje vertical
donde:
2
. B, K
== -
Jr  JuRa
_ koh
an = - 200 200
Kpcos<0,) + Kgsin“8,) + Kp
koky
by ==
Jlf a
_ kupey
mop=| 5 20
l a)h = tr
k”’;‘“” if w,<0
tr
l,kfhpw/, cos(—)O .
>
_ KDc09200+KEqm°€°+KF if w20
92(wh) Lk
_ UKfmwpcost, 0059 lf wy < O
" Kpcos? @+ Kpsin @0+ Ky h
60 = o kay .
= >
_ 3 KDCO§29{)+KE§1[1 O+Kr if Oh 20
BO=Y o e T g, <0
3 T Kpcos? 0+ Kipsin260+ Ky h



Siguiendo a (Abdullah and Zribi, 2009), se utiliza un mode-
lo de referencia para generar la trayectoria que se desea que el

sar como (19), con seis vértices definidos como:

TRMS siga: ap; O
Al = 0 ar
0 1
an 0
A2 = 0 ax
0 1
ag + grlnin
Az = oy
U.-)Zef. apy + 01 (wy) 0 0 w:ff by . 0
erf'f = 92 (a)h) ann 63 (0},) Q]:ef + 0 ulrff an+ amm
nref O 1 0 ref 0 11 he!
6 9 _— min
h h A4 = 92
(85) :
donde w/, '/, 67/ son los estados de referencia y u)’ -
es la entrada de referencia (accion de pre-alimentacion) tal an Jrrngl
que, definiendo los errores de seguimiento e, = wj — a)]rff , As = %
eq, = O — Gzef , y la entrada incremental Auj, = uy, — u;lef (accién 0 )
de realimentacidn), se obtiene el modelo de error: apjy + o
A = eméx
6 2
0

Cu, ain+6)(wp) 0 0 €w, b
o, |= 0> (wp) axy 63 (6y) eq, [+l 0 |Auw,
éﬁh 0 1 O egh 0

(86)

Al garantizar la estabilidad cuadratica de (86), los errores
de seguimiento convergen a cero, lo que significa que los es-
tados del TRMS wy, €y, 6, convergen a los estados de refe-
rencia w;ef , Q;ef , G;ff . Para obtener un modelo politépico para
(86), nétese que 0;(wy) y 0>(wy) dependen de la misma varia-
ble de estado wy, lo que sugiere que podrian considerarse jun-
tas al buscar un politopo que contenga todos sus valores po-
sibles. De hecho, como se muestra en la Figura 2, al trazar
todos los valores (61, 6,) (puntos azules en la Figura 2) obte-
nidos para w; € [~WI, W] con W™ = 29 rad/s, corres-
pondiente a la velocidad de rotacién maxima del rotor, se pue-
de ver que se encuentran contenidos en el politopo (tridngu-
lo) con vértices (0, 0), (6’?““‘, Qg‘m) = (91 (—whmé") ,0, (—w/‘?{”‘)) y
(9*1“5", 0;“5"‘) = (01 <w2“‘i") .0 (w;l“éx)) (circulos rojos en la Figura
2). Por otra parte, 65(6;,) solo puede tomar dos valores, de modo
que su limite politépico se da trivialmente por los dos valores
admisibles.

Teniendo en cuenta los valores de los pardmetros del TRMS
dados en la Tabla 2, la matriz de estado en (86) se puede expre-

0 1

0 0 1
0 O -2,84
an Hg = 0,99
0 0
0 O -2,84
ann 9’31 = 0,99
1 0 0
0 O -2,79
ann 02 = 0,85
I 0 0
0 O -2,79
[25%) 9; = 0,85
1 0 0

con los coeficientes y; (6(t)) dados por:

H1 (0() = a1(wi)B,(61)
w2 (6(1) = a1 (wn)Bn(On)
13 (6(0) = a2(wn)By(6r)
Ha (8(1) = a2(wn)Bu(On)
us (0(1) = a3(wn)Bp(Oh)

e (0(1)) = a3(wn)Bn(6h)

0 ~147 0
0 |=| 0 -042

0 -147 0
o |=| o -042

0

-0,36

0
0

-0,25

0

0
-0,42
1

0
-0,42
1

0
-0,42
1
0
-0,42
1

0.9

0.8

071

04r

03[

021

01r

.
-1.4 -1.2

.
-0.2

Figura 2: Bordes politopicos de (61, 6»)
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Tabla 2: Valores de los parametros del TRMS

Par. Valor Par. Valor Par. Valor Par. Valor

By 0.0086 Jir 0.0059  kyp  0.0027 ki 0.0028
kfp  0.0566  kpp,  0.0660  kep,  0.0158  kepy 0.0111
Kp 0.0553 Kg 0.0058 Kr  0.0059 99 -0.6194
ka 0.0202 ki 6.5 R 8 I 0.282

kon 0.0185

donde a1 (wp), az2(wn), az(wn), Bp(Oh) Y Bu(0r) son las solu-
ciones de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

01 (wh) 0 gml'n Gméx
O(wp) |=ai(wp)| 0 [+aa(wp)| 3" |+asz(ws)|
1 1 1 1

P
(93(9”)) ﬂpwh)(g )+/3n(eh)( )

Notese que esta representacion ya es cuadraticamente esta-
ble, ya que al escribir las LMIs (20):

ATP+PA; <0, i=123456

junto con P > 0, la YALMIP toolbox (Lofberg, 2004) con el
solver SeDuMi (Sturm, 1999) devuelve la siguiente matriz de
Lyapunov:

0,48 0,48 0,06

0,48 2,24 0,47

0,06 047 0,77

Teniendo en cuenta que las matrices de vértices A; y A no
son controlables a través de (b;, 0, 0)” debido a su diagonalidad
de bloques (aunque si son cuadraticamente estables), se inten-
ta encontrar una ganancia de controlador K(6(¢)) que aumente
la tasa de decaimiento exponencial de la funcién de Lyapunov
para las matrices de vértices Az, A4, As y Ag. De esta forma, se
obtendrd un sistema en lazo cerrado que se vuelva més rapido
para valores crecientes de |wy|, siguiendo asi el mismo espiritu
del paradigma mudable detallado en (Rotondo et al., 2015a) y
brevemente descrito en la Seccion 4.4.

Para hacerlo, al implementar el controlador politopico (43),
necesitaremos la D-estabilidad de las matrices Az, A4, As, Ag
en el semiplano a la izquierda Re(s) < Ay (ver Seccién 3.1) y
la estabilidad cuadratica de las matrices A1, A, que, a través del
cambio de variable I'(6) = K(8)P, conduce al siguiente conjun-
to de LMIs:

P=

AP+ BT +PAT +TTB" <0
AP+ BT, + PAY +TIB" <0
A3P + BT3 + PA + T3 BT =20, P <0
A4P + BTy + PA] +T;B" —24,P <0
AsP + BT's + PAL +TIBT —22,P <0
A6P + BTg + PA, +TLB" —22,P <0

junto con P > 0, para la cual obtenemos la siguiente solucién
con A; = —0,4:

2,19 =095 -0,02
P=| -095 1,09 -095
-0,02 =095 232
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I =T=(098 -064 033)
[3=Ty=( 175 -1,62 033 )
[s=Te=( 1,71 -149 033 )

tal que:

K =K, _( 032 -028 0,03 )
K; = K, _( 0,30 -2,53 -0,89 )

Ks = Kg =( -0,15 -2,14 -0,73 )

Para seguir una referencia constante @), para el angulo de
guifada 6, se debe proporcionar una entrada de referencia
apropiada uh . A partir de (85), ajustando Href =0y, 6, o =0,

ref = 0and O ref = 0, se obtiene:
ref _ _ 93(6n) g, = Xx(wp, 9;,) _
h 92(0)]1) on
wp, 0n) =
w}’f‘f X( h h)‘gh o
wj,
con:
_ ke .
ltkfhf cos 69 lf wp = 0, Oh > 0
chn .
X(wh 6,) = W if w,>20,6,<0
W) e ye<onz0
Ik cOS 69 s
—_ chn .
Itk g c0s 6) if w,<0,6,<0

y, tomando en cuenta (84), después de realizar algunos cdlculos
matematicos:

Lt [(ay, + 6, (wp)) wp + brAuy] + (ayy + 6y (wp)) @

ref _ _ wh
b (1 + X(w;;;(;/l)eh )
(]

u,” =

Con el fin de evaluar la efectividad del controlador LPV
basado en el disefio LMI, se consideran tres escenarios de
simulacién, correspondientes a diferentes valores de ), co-
menzando desde la misma condicién inicial w,(0) = 2rad/s,
Q,(0) = 1 rad/s y 6,(0) = 1 rad: i) 6, = 0,2 rad; ii) 6, = 1rad;
y iii) 6, = 1,8 rad.

Los resultados de simulacién obtenidos se muestran en las
Figs. 3-5. Como se esperaba, el desempeiio del sistema en la-
zo cerrado aumenta para valores altos de wy. En la simulacién
obtenida con 6, = 0,2 rad (Figura 3), no hay mucha diferencia
entre el comportamiento del sistema en lazo cerrado y abierto,
ya que los valores tomados por w, son relativamente pequeios.
Por otro lado, en las otras simulaciones (Figs. 4-5), se puede
apreciar un aumento visible del desempefio del sistema en lazo
cerrado, debido a lo mencionado anteriormente referente a la
especificacion de disefio de D-estabilidad.



20 T T T T T
@ Lazo abierto
35 Lazo cerrado
g1 Consigna [
- P
O L L L L L
0 5 10 15 20 25 30
2 T T T T T
@
ko]
g
(‘:’:
L L
20 25 30
T T
G
© =
e
>
2 ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30
tiempo (s)
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6. Conclusiones

En este articulo se ha presentado un tutorial sobre el analisis
y disefio de controladores para sistemas lineales con parametros
variantes (LPV) utilizando desigualdades lineales matriciales
(LMlIs). EI objetivo de este tutorial ha sido mostrar la impor-
tancia y utilidad que tienen las LMIs como herramienta que fa-
cilita el disefio de controladores para este tipo de sistemas. Por
otra parte, se ha detallado paso a paso como aplicar las LMIs
del tal forma que puedan ser utilizadas de manera sencilla en
cursos académicos y también en diversas investigaciones. Los
resultados referentes a las diferentes especificaciones han sido
detallados, como la D-estabilidad, el desempeiio H., y el cos-
te cuadrético garantizado. Ademads se han presentado diferentes
estructuras de control, tales como el control por realimentacién
de estado, el control por realimentacién de salida y el control
basado en observador. Para ilustrar el uso y aplicacién de este
enfoque se ha utilizado un ejemplo numérico y el modelo sim-
plificado del TRMS.

En este tutorial no hemos pretendido abarcar toda la teorfa
existente que hay hoy en dia sobre el disefio de sistemas de
control LPV utilizando LMIs. Alternativamente, se ha busca-
do proporcionar un punto de partida para aquellos que deseen
acercarse o iniciarse en este campo de investigacion, que con el
paso del tiempo sigue siendo muy atractivo. Al lector interesa-
do en profundizar en los conceptos detallados en este tutorial,
le recomendamos de hacerlo a través de las referencias cita-
das en este tutorial, y de los libros de texto que tratan acerca
de LMIs (Boyd et al., 1994), sistemas LPV (Mohammadpour
and Scherer, 2012; Rotondo, 2017) y sistemas borrosos de ti-
po TS (Tanaka and Wang, 2001). Finalmente, queremos men-
cionar enfoques alternativos desarrollados recientemente, como
por ejemplo el disefio de sistemas de control para sistemas li-
neales con pardmetros variantes inciertos (Daafouz et al., 2008),
el control de sistemas LPV a través del marco metodoldgico
propuesto por (Veenman and Scherer, 2014), basado en restric-
ciones cuadraticas integrales (IQC, del inglés integral quadratic
constraints), o el enfoque poliédrico propuesto por (Arifio et al.,
2017), que permite obtener de manera asintética, conforme un
pardmetro de Polya aumenta, el dominio de atraccién mds gran-
de posible.
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