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Notacion

Espacios
R” Espacio vectorial de dimension n sobre el cuerpo de los reales.
E" Espacio euclideo de dimensién n.
Ag Espacio afin real de dimensién n.
Pg Espacio proyectivo real de dimensién n.

Rlz,y] Anillo de polinomios en las variables z e y sobre el cuerpo de los reales.

Elementos

P,Q,R,...
PQ
PQR
LVM
LNM

a?ﬂ”Y’"‘
L,m,n,...
rMns

(X1, 2n)
(X1, X, Xng1)
A B,C,...
Aan
[A], [B],[C],. ..

Operadores

Puntos de un espacio euclideo, un espacio afin o un espacio proyectivo.
Recta que pasa por los puntos (diferentes) Py Q.

Plano que pasa por los tres puntos (no colineales) P, Q y R.
Variedad lineal generada por las variedades lineales L y M.
Variedad lineal interseccion de las variedades lineales L y M cuando
dicha interseccién es no vacia.

Planos de un espacio euclideo, un espacio afin o un espacio proyectivo.
Rectas de un espacio euclideo, un espacio afin o un espacio proyectivo.
Punto interseccién de las rectas (diferentes) r y s en Pg, Ag o E"
(n > 2) cuando dicha interseccién es no vacia.

Coordenadas de un punto en cierta referencia de R", E" o Ag.
Coordenadas de un punto en cierta referencia de Pg.

Matrices.

Matriz A de m filas y n columnas.

Elemento (7, j)-ésimo de la matriz A.

Matrices determinadas excepto un factor escalar no nulo, es decir,
[A] = [A'] si y s6lo si existe un escalar no nulo X tal que A" = \ A.

A B Producto de las matrices A y B.

t

v Traspuesto de un vector.

A!  Traspuesta de una matriz.

v



Geometria Proyectiva

P A@Q Puntos relacionados por una proyectividad.
P A @ Puntos relacionados por una perspectividad.

Geometria Diferencial

TpM Recta tangente a la curva M en el punto P € M. Si M es una super-
ficie, entonces denota el plano tangente a dicha superficie en el punto
P. En general supondremos que M es una variedad diferenciable de
modo que TpM estd definido para todo P € M.



Introduccion

Objetivo

El objetivo de este trabajo es desarrollar algoritmos que permitan obtener aprozimaciones
poligonales triédricas de superficies para su aplicacién al modelado geométrico de obje-
tos. Tras un examen del estado del arte actual en Geometria Computacional, Modelado
Geométrico y otras dreas relacionadas con el tema tratado, se constata que, hasta donde
el autor ha podido llegar a conocer, esta es la primera vez que se persigue de forma directa
dicho objetivo. Ello hace que el trabajo presentado tenga un caracter exploratorio o in-
cluso especulativo en determinados aspectos. En este sentido, ha sido necesaria una labor
previa de recopilacion de resultados de Geometria Lineal, Computacional y Diferencial
que constituyen las bases sobre las que descansan los dos algoritmos de triedrizacién pro-
puestos. En esta memoria se presentan cada uno de estos algoritmos, su implementacion
y resultados, asi como la base tedrica previa sobre la cual se fundamentan.

Conocimientos previos

Se asume que el lector tiene conocimientos basicos de Algebra Lineal, Anilisis y de Geo-
metria Afin, Euclidea y Proyectiva. También es necesaria cierta familiaridad con la des-
cripcion y manipulacién de curvas y superficies. Finalmente, se utilizan algunas nociones
muy elementales de Grafos, Topologia y Geometria Diferencial, aunque no son impres-
cindibles para el correcto seguimiento de la exposicién.

Planteamiento

Habitualmente, en el modelado geométrico de superficies se emplean métodos basados en
la utilizaciéon de mallas poligonales y, muy particularmente, de un subconjunto de éstas,
las mallas triangulares. El presente trabajo considera una tipologia de mallas complemen-
taria a las triangulaciones que proporciona, ademas de buenas propiedades en cuanto a
la reduccion de la informacién a almacenar para su visualizacién, un tipo de descripcién
que, en esencia, captura la forma de la superficie descrita [Ros, 2000].
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Figura 1: Ejemplos de: (a) Superficies sin frontera. (b) Superficies con frontera. (c) Su-
perficies no consideradas en este trabajo.

El término superficie utilizado a lo largo de esta memoria hace referencia a cualquier
variedad topolégica de dimensién dos en R3, con o sin frontera y, generalmente, dife-
renciable. Adicionalmente, para fijar ideas, supondremos que dicha variedad es conexa y
orientable. El concepto de wvariedad topoldgica de dimension dos utilizado hace referen-
cia a los subconjuntos de R? en los que todo punto P tiene un entorno topoldgicamente
equivalente a un disco abierto de R? o bien a un abierto de H? = {(x1,z2) € R?| x5 > 0}.
Véase [do Carmo, 1990, Boothby, 1986] o cualquier otro libro de Geometria Diferencial
para una definicién més detallada de los conceptos expuestos. Cabe senalar la distincién
entre superficies con frontera y las que carecen de ella, tal y como se muestra graficamente
en la Figura 1. Asimismo, teniendo en cuenta los propédsitos descriptivos de este trabajo,
a menudo emplearemos descripciones paramétricas de las superficies tratadas, lo cual nos
permitird manipular sus puntos de forma rapida y sencilla.

Por otra parte, una malla poligonal en R3 es una superficie lineal a trozos formada
por una coleccidn finita de poligonos planos sin autointersecciones, unidos dos a dos entre
si a través de sus aristas y/o vértices. Llamamos caras, aristas y vértices de la malla
poligonal, a los respectivos poligonos, aristas y vértices que la forman. En este trabajo
tratamos basicamente con dos tipos de mallas poligonales:

= Mallas triangulares. Malla poligonal en la que todas sus caras son tridangulos.

= Mallas triédricas. Malla poligonal en la que cada vértice interior es incidente a
exactamente tres caras.
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Figura 2: Triangulacién de la cara de Nefertiti.

Una poligonizacion MP de una superficie dada S es una aproximacién de ésta me-
diante una malla poligonal en base a algin criterio que permita determinar su grado de
ajuste. Un método de poligonizacion es un algoritmo capaz de construir poligonizaciones
de superficies. Los conceptos de triangulacion y triedrizacion son andlogos. La precisién
de la aproximacién dependerd tanto de las caracteristicas del método de poligonizacion
—numero de poligonos, criterio para medir el error de aproximaciéon— como de las parti-
cularidades de la superficie a aproximar. Asimismo, el criterio de ajuste puede basarse en
un juicio puramente visual o incorporar algin tipo de medida que permita calcular una
cota de error para determinar la precisién con la que la malla y la superficie coinciden.
En general, nos proponemos obtener aproximaciones que converjan al modelo a medida
que el nimero de poligonos utilizados aumenta'; es decir, métodos cuyo error asociado es
cero en el limite. Concretamente, el objetivo es desarrollar métodos que permitan obtener
aproximaciones de superficies que cumplan los siguientes requerimientos:

'En general, un incremento en el ntimero de poligonos no necesariamente implica un decrecimiento
mondétono del error [Seibold y Wyvill, 1998].



R1 Topologia de malla poligonal. Se desea que la aproximacion conserve la misma
topologia que la superficie a aproximar. Puesto que este trabajo se centra en poli-
gonalizar variedades 2-dimensionales, este requerimiento se traduce en pedir que la
aproximacion resultante tenga la estructura de una malla poligonal—sin autointer-
secctones en sus caras, ni de la malla consigo misma.

R2 FEstructura triédrica. Requeriremos que todo vértice interior a la malla sea inci-
dente a exactamente tres caras.

La eleccién de una medida de error para el cdlculo del error de aproximacion de una po-
ligonizacién es complejo dada la multitud de patologias que puede presentar la superficie
a aproximar (ver [Seibold y Wyvill, 1998]). De forma intuitiva, se proponen la siguientes
condiciones adicionales:

R3 Aproximacion de la superficie de entrada. Pediremos que la mdxima distancia
entre un punto de la triedrizacion y el punto de la superficie mds cercano a éste
tienda a cero a medida que aumentamos el niumero de poligonos utilizados.

R4 Orientacion de las normales. Deseamos que el dngulo mdximo entre el vector
normal en un punto de la triedrizacion y el vector normal en el punto mds cercano
de la superficie tienda a cero al aumentar el nimero de poligonos utilizados.

Motivacion

La extensa bibliografia existente sobre triangulaciones deja constancia de su enorme im-
portancia como herramienta en la aproximacion de superficies. Los motivos son muy
diversos y responden tanto a razones de indole geométrica como computacional y del
hardware disenado para su manipulacién efectiva. Entre otras, se pueden destacar las
siguientes propiedades:

s Consistencia espacial
En el espacio tridimensional tres puntos escogidos arbitrariamente siempre son co-
planares. Ademds, si estos no estan alineados, determinan un unico triangulo. Esto
no ocurre asi con el resto de poligonos, puesto que cuatro, cinco o mas puntos en el
espacio no siempre son coplanares, y por tanto, no siempre pueden determinar un
poligono plano.

= Simplicidad y adaptabilidad
La sencillez en la descripcion de un tridngulo mediante sus tres vértices unida a su
consistencia espacial y a la gran cantidad de propiedades conocidas permiten crear
mallas triangulares sin las dificultades inherentes a la utilizacion de cualquier otra
clase de poligonos.

= Visualizado
Actualmente, la gran mayoria del hardware disefiado para visualizar superficies
estd preparado para la manipulacién de tridngulos.

= Coloreado
El uso de triangulaciones permite esquemas faciles de coloreado de superficies.



Figura 3: Esquema de propagacién en una malla triédrica.

Por otra parte, la elecciéon de las triedrizaciones como herramienta alternativa para la
aproximacion de superficies responde, basicamente, a la necesidad de usar aproximacio-
nes que combinen una descripcion sencilla unida a una reduccion en el volumen de datos
a almacenar.

La idea que permite satisfacer tales objetivos se basa en la capacidad que tienen di-
chas aproximaciones para capturar y resumir la informacién necesaria para describir una
superficie 3D. Ello es posible gracias a la siguiente propiedad, segun la cual, es posible
determinar la coordenada z de todos los vértices a partir de sus coordenadas x e y, y de
la coordenada z de cuatro de ellos, previamente escogidos.

En efecto, dada una malla triédrica, sea V; uno cualquiera de sus vértices interio-
res, Vj, Vi y Vj sus tres vértices vecinos y C,, Cs y C} sus tres caras adyacentes. La
configuracién que se obtiene al proyectar este trozo de malla sobre el plano xy? tiene
una apariencia similar a la de la Figura 3. Las letras mintsculas hacen referencia a los
elementos proyectados en dicho plano. Puesto que tres vértices no alineados determinan
un plano, conociendo las coordenadas z de Vi, V; y Vi, se puede calcular el plano de
la cara C), que a su vez determina la altura de los demads vértices en esta cara. Este
mismo procedimiento se puede repetir para obtener las coordenadas z de los vértices de
las caras Cs y Ct, credndose un esquema de propagacién que determina el resto de coor-
denadas z de la triedrizacién. De esta forma, como sélo se necesitan cuatro coordenadas
z para determinar el resto, la informaciéon numérica que hemos de almacenar para descri-
bir la aproximacién triédrica de cierta superficie se reduce aproximadamente en un tercio.

2Segtin la definicién de malla poligonal, simpre podemos conseguir una referencia en la cual esto se
pueda llevar a cabo.



En resumen, las propiedades que hacen atractivo el uso de triedrizaciones para el mode-
lado de superficies son las siguientes:

= No-redundancia. Ofrecen una descripciéon no redundante de la malla que repre-
sentan, ya que se almacenan unicamente las alturas imprescindibles para determinar
la totalidad de la aproximacién.

= Consistencia. Se asegura una visualizacién consistente puesto que los vértices de
una misma cara son coplanares al ser calculadas sus alturas a partir de las de cuatro
vértices predeterminados, en lugar de ser un input necesario. Esto hace que estas
alturas sean insensibles a fuentes externas de error al no requerirse su transmision
al dispositivo de visualizacién.

= Compresibilidad de los datos. En contraposicion a las mallas triangulares, solo
se necesita la altura de cuatro vértices para determinar el resto de coordenadas z
de los vértices de la malla.

Antecedentes

Una de las dificultades de este proyecto ha sido la carencia de trabajos existentes que
hicieran referencia al tema tratado. Tres son los documentos bésicos a los que se ha tenido
acceso.

En [Ros, 2000] se plantea la resolucién del problema basédndose en la propiedad segin
la cual todos los puntos generados por la interseccién de una configuracién® de planos
en posicién general son interseccion de, exactamente, tres de ellos, es decir, se verifica
la condicién de malla triédrica. A partir de esta idea, dada una superficie, lo primero
que se hace es escoger una muestra de puntos sobre ésta. A continuacién se calculan los
planos tangentes en cada uno de estos puntos, generando asi una configuracién de planos
en posicién general. Finalmente sélo queda extraer las caras adecuadas de entre todas
las generadas por esta configuracién de planos de manera que se obtenga la triedrizacién
buscada. La dificultad fundamental de este método reside en este ultimo paso. Para pe-
dazos de superficie que son concavos o convexos este método es muy efectivo, puesto que
en estos casos la envolvente inferior — respectivamente superior — de la configuracién de
planos nos selecciona las caras adecuadas, proporcionando asi la aproximacion deseada.
Para afrontar el caso general se plantea descomponer la superficie en pedazos dependien-
do del tipo de puntos que contiene cada uno de ellos para, a continuacion, triedrizar cada
pedazo por separado. Sin embargo, el problema queda sin solucién cuando se trata de
aplicar dicho método en zonas con puntos hiperbdlicos donde las curvaturas principales
tienen signos opuestos, puesto que se desconoce como extraer las caras necesarias de entre
todas las posibles.

En segundo lugar, en [Anddjar, 1999] se utiliza la dualidad estructural entre trian-
gulaciones y triedrizaciones para crear una triedrizacién partiendo de una triangulacion.

3Nota de traduccién: el vocablo ‘configuracién’ se usa en esta memoria con el mismo significado que la
palabra ‘arrangement’ en inglés y hace referencia a un conjunto arbitrario de objetos iguales. Se utiliza,
fundamentalmente, para designar conjuntos de puntos, rectas o planos.



Se trata, basicamente, de utilizar el comportamiento dual entre los diferentes elementos
que componen cada malla poligonal; vértices, aristas y regiones poligonales. En efecto,
consideremos una malla triangular arbitraria y sea G = (V, A) el grafo que representa
su l-esqueleto, donde V' y A son, respectivamente, el conjunto de vértices y aristas de
la misma. Consideraremos también, como parte de la estructura, el conjunto R de las
caras poligonales de la malla en cuestiéon. En una malla triangular, R consta tinicamen-
te de tridngulos. Notaremos la estructura resultante por F = (V, A, R). La estructura
combinatoria dual es el resultado de asociar un vértice a cada cara, conectando aquellos
vértices cuyas caras asociadas son adyacentes, del mismo modo en que se construye el
grafo dual de un grafo plano. Dado que en una triangulacién cada tridngulo interior es
adyacente exactamente a tres triangulos, el grafo que representa el 1-esqueleto dual, G*,
asociado a F en la forma descrita, es 3-regular, caracteristica propia de una triedriza-
cién. Todos nuestros problemas estarian resueltos si el conjunto R* de regiones duales,
obtenidas segun el procedimiento anterior, fueran poligonos planos. Sin embargo, esto en
general no ocurre y depende de la situacién del vértice que asociemos a cada uno de los
triangulos de la malla triangular original.

En su tesis, C. Andujar, que utiliza el incentro de cada tridngulo como eleccién del dual
de éste, comenta esta circunstancia y resuelve parcialmente el problema planteando una
solucién que, mediante la utilizacién de operaciones locales en elementos de la malla,
permite acotar globalmente el nivel de no planaridad de las caras. Teniendo en cuenta
que los objetivos de su trabajo estan orientados a la visualizacion de escenas, este méto-
do le supone una alternativa mas a tener en cuenta, ademas de las triangulaciones y los
modelos de volumen basados en octrees. Un ejemplo del tipo de aproximaciones que se
obtienen se muestra en la Figura 4.

! ,g.--f- -
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Figura 4: Triedrizacién de una superficie con caras no planas obtenida a partir de una
triangulacion uniendo los incentros de cada triangulo.



Finalmente, en [Delingette, 1994] se presenta un algoritmo de reconstruccién de su-
perficies basado en mallas triédricas sin caras planas, a las que se hace referencia con el
nombre de simplex meshes. Este tipo de reconstrucciones cuenta con buenas propiedades
tanto para la adecuacion a la topologia de la superficie como para el detallado en la geo-
metria local de la misma. Para el tratamiento de éstas, este trabajo presenta la definicién,
estructura y propiedades de las mallas triédricas en relacién a las de una malla triangular
de un modo similar al presentado en [Anddjar, 1999]. Sin embargo, como se ha dicho,
en el tipo de triedrizaciones que se trata tampoco se tiene en cuenta la planaridad de
las regiones encerradas por las aristas de la misma. Fs mas, interesa obtener mallas con
regiones curvas que aproximen propiedades como la curvatura de la superficie de forma
similar a como se utilizan los splines. En este sentido, las triedrizaciones utilizadas y las
triangulaciones sélo comparten la dualidad en la estructura 1-dimensional o 1-esqueleto,
del mismo modo en que se relacionan la de un grafo plano y su correspondiente grafo
dual.

Organizacion

El resto de la memoria esta estructurada en dos partes, correspondientes a las dos vias
de ataque contempladas para resolver el problema planteado. Mientras que en la primera
parte las triedrizaciones se obtienen utilizando propiedades de los diagramas de Voronoi
3D, en la segunda se utilizan las propiedades de las polaridades para esta finalidad. A
continuacién se presenta una breve descripcién de cada capitulo:

El Capitulo 1 introduce los diagramas de Voronoi, presentando las definiciones béasicas
y realizando un breve repaso de las caracteristicas y propiedades maés interesantes de esta
estructura geométrica.

En el Capitulo 2 se expone el primer método empleado para obtener una triedrizacién
de una superficie, utilizando para ello las propiedades de los diagramas de Voronoi. En
este sentido, han sido de gran utilidad tanto el paquete Qhull como el visualizador de
modelos 3D, Geomview. Asimismo, se presentan algunos resultados experimentales que
ponen de manifiesto las principales caracteristicas del método empleado.

Las correlaciones proyectivas, y mas concretamente el estudio de las polaridades, son el
centro de atencién del Capitulo 3. Estas nociones son fundamentales para el desarrollo,
en los Capitulos 4, 5y 6, de un método de triedrizacién alternativo al propuesto en el
capitulo anterior.

La extensién del concepto de figura dual a curvas y superficies suaves mas generales es
el objetivo principal del Capitulo 4, en el cual, también se introducen las herramientas
necesarias para su calculo efectivo.

En el Capitulo 5 se aplican los resultados obtenidos en los Capitulos 3 y 4 para obtener
la expresion del parche polar de un parche de Bézier.



El Capitulo 6 presenta el segundo método de triedrizacion estudiado en este trabajo y
que se fundamenta en las propiedades del fenémeno de la dualidad. Cierran el capitulo
algunos ejemplos de célculo que permiten analizar las principales patologias que presenta
el método.

Las conclusiones extraidas y una reflexién acerca del enorme trabajo que atin queda por
realizar ponen fin a la memoria.






Parte 1

Triedrizacion mediante diagramas
de Voronoi
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Capitulo 1

Diagramas de Voronoi

Los diagramas de Voronoi son una estructura geométrica cuya importancia dentro de la
Geometria Computacional queda patente por su gran versatilidad y riqueza. Entre sus
diversos campos de aplicacién encontramos la Biologia, la Fisica, la Robética o la Crista-
lografia. Su principal caracteristica es la de almacenar informacién referente a distancias
respecto de un conjunto de objetos para ser consultada, posteriormente, de forma sencilla
y computacionalmente eficiente. En las siguientes secciones se exponen las caracteristicas
y propiedades més importantes de esta estructura geométrica, prestando especial atenciéon
a los casos 2-dimensional y 3-dimensional.

1.1. Definicion

Un diagrama de Voronoi es una descomposicién en celdas definida respecto de un con-
junto finito de objetos en un espacio euclideo. Cada celda del diagrama corresponde a un
objeto del conjunto y contiene todos los puntos para los cuales dicho objeto es el mas
préximo o tiene una influencia dominante en algin sentido. De forma precisa, se tiene la
siguiente

Definicién. Sea S un conjunto finito de subconjuntos de E” que llamaremos sitios'. Para
cada s € S sea dg una aplicacién de E™ en los reales positivos; diremos que ds(P) es la
funcién distancia de s. El conjunto {P € E" | ds(P) < di(P), t € S — {s}} es la celda
Voronoi de s. El diagrama de Voronoi de S, Vor(S), es la descomposicién en celdas de
E™ definida por las celdas Voronoi de todos los subconjuntos de S.

En muchos casos y en el nuestro propio, los sitios son puntos y ds(P) es una funcién
distancia entre un punto s € S y otro punto P de E". Habitualmente se toma ds(P) =
d(s, P), donde d designa la distancia euclidea habitual de E™.

'Nota de traduccién: el vocablo ‘sitio’ se usa en esta memoria con el mismo significado que la palabra
‘site’ en inglés.

11
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1.2. Diagramas de Voronoi en E?

Sea S ={P, P,,...,P,} un conjunto de n puntos diferentes del plano en posicién general,
esto es, de manera que nunca cuatro de ellos son cocirculares. Sabemos que el diagrama
de Voronoi de S, es la descomposicion en n celdas del plano, una por cada sitio de S,
cuya propiedad es que un punto () pertenece a la celda correspondiente al sitio P; siy
sélosi d(Q, P;) < d(Q,P;), VP € S, j # i, donde d designa la distancia euclidea habitual
en el plano E2. La celda correspondiente a P; la denotaremos por V(P;) y diremos que es
el poligono de Voronoi® de P;, esto es, V(P;) = {Q € E? | d(Q, P;) < d(Q, P;) Vj # i}.
Notemos que V(FP;) puede ser no acotado. Llamamos vértices Voronoi y aristas Voronoi
a cada uno de los vértices y aristas de los poligonos Voronoi que forman el diagrama. La
Figura 1.1 muestra un ejemplo de un diagrama de Voronoi en el plano.

Celda o poligong
Voronoi

Vértice Voronoi
L]

gta Voronot

Figura 1.1: Diagrama de Voronoi de 11 sitios.

A continuacién enunciamos algunas de las propiedades méas importantes de los diagramas
de Voronoi 2D. El lector podra encontrar las respectivas demostraciones, asi como otras
propiedades, en algunas publicaciones de caracter general sobre Geometria Computacio-
nal (véase [Edelsbrunner, 1987], [Preparata y Shamos, 1985] o [Okabe y col., 2000]).

1. Cada vértice Voronoi es la interseccion de, exactamente, tres aristas Voronoi.
2. Para todo punto P; € S, V(F;) es un 2-politopo, posiblemente no acotado.
3. Si Pj es el sitio mds cercano a P;, V(Pj) y V(P;) comparten una arista.

4. La complejidad de un diagrama de Voronoti en el plano es lineal en el numero de
sitios. Concretamente, si n es el numero de sitios, n > 3, el diagrama de Voronoi
tiene como mdximo 3n — 6 aristas y 2n — 4 vértices.

2También llamado “dominio de Dirichlet”, “poligono de Thiessen” o “regidn de Wigner-Seitz”.
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1.3. Construccion de diagramas de Voronoi

Sea S = {Py, P,,...,P,} un conjunto de n puntos diferentes del plano euclideo, n > 2, en
las condiciones de la seccion anterior. En esta seccién se muestra una manera de calcular
el diagrama de Voronoi de dichos puntos. En efecto, consideremos el paraboloide eliptico
unidad P en E3, cuya ecuacién en una referencia ortonormal es

z=a+y7,
y matriz asociada
10 0 O
01 0 O
=100 o —1
00 —3 0

Sean P; y P;j con i # j, dos puntos de S de coordenadas (a;,b;) y (aj,b;) en cierta
referencia ortonormal de E2. Identifiquemos el plano en el que se encuentran los puntos
de S con el plano de ecuacién {z = 0} de E* de modo que P; y P; se identifican con P/ y
PJ’» con coordenadas (a;, b;,0) y (aj,b;j,0) respectivamente. Consideremos ahora el plano
7;, tangente al paraboloide en el punto de E? de coordenadas (a;, b;, a? + b?), proyeccién
vertical de P/ sobre el paraboloide P. La ecuacién de dicho plano puede obtenerse usando
la matriz de la cuddrica de la siguiente forma

10 0 0 a;
01 0 0 bi B

(2w 2 1)1 54 g -1 vz | =0
00 -1 o0 1

2
Operando, la ecuacién del plano m; buscada es

2 = 2a;x + 2biy — a? — b,

Calculemos ahora la distancia entre la proyeccion vertical del punto Pj’ sobre el plano m;
y la proyeccién vertical del mismo punto sobre el paraboloide P:

dy, = (GJQ + b?) — 2a;a5 + leb] — a? -2

i
= a? + b]2 — 2aia,j + Qbibj — a? — blz
= (aj — CLZ')Q + (b] - bl)2

Observemos que el resultado es justamente el cuadrado de la distancia entre los sitios P/
y P} (ver Figura 1.2).

El resultado anterior también es cierto en cualquier dimensién, seleccionando en cada
caso la hipersuperficie de segundo grado adecuada (7,41 = 2% + 23 + ... + 22 en E**1).
Esto nos proporciona una forma de obtener el diagrama de Voronoi de un conjunto de n
puntos en dimensién arbitraria. En E? por ejemplo, todo punto de una de las caras de
la envolvente superior de los planos tangentes al paraboloide eliptico se proyecta verti-
calmente sobre puntos cuyo sitio més cercano es, en virtud de la propiedad vista, el que
genera el plano tangente que contiene dicha cara de la envolvente. En otras palabras, se
proyecta sobre el poligono Voronoi del sitio en cuestién. Veamos el algoritmo en E2:
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Envolvente
z y superior de la
y ,  familia de rectas

= : P
e
* (P'ij)

= a

a)

Figura 1.2: (a) Propiedad del paraboloide para el caso 2D. (b) Envolvente superior de
una familia de rectas (aplicacién de la propiedad andloga para el caso 1D).

Construccion del diagrama de Voronoi 2D de n puntos.

Entrada. S ={P,P,...,P,}, n puntos del plano en posicion general.
Salida. Diagrama de Voronoi.

1. Identificar el plano E? con el plano de E* de ecuacion {z = 0} y proyectar los
n puntos verticalmente sobre el paraboloide eliptico de ecuacion z = x2 + y2,
obteniendo un conjunto S de n puntos sobre dicho paraboloide.

2. Calcular el plano tangente al paraboloide en cada uno de los puntos de S,
obteniendo asi una configuracion de n planos A.

3. Calcular la envolvente superior de la configuracion de planos (Figura 1.2).

4.  La proyeccion de dicha envolvente sobre el plano de ecuacion {z = 0} propor-
ctona el diagrama de Voronoi buscado.

1.4. Diagramas de Voronoi en E?

Las definiciones son andlogas al caso 2-dimensional salvo que ahora, una celda Voronoi
es una regién 3-dimensional. Mdas concretamente, se trata de un 3-politopo posiblemente
no acotado, como ya sucedia en E? (vease Figura 1.4). Por otra parte, seguimos teniendo
vértices Voronoi, aristas Voronoi y ademds, caras Voronoi. En este caso, decir que los
sitios del conjunto S = {P;, P,,..., P,} estdn en posicién general significa que nunca
cinco de ellos son coesféricos. Asimismo, el diagrama de Voronoi de S puede obtenerse de
modo andlogo a como se ha hecho en el caso plano, esto es, utilizando una hipersuperficie
cuadrética adecuada en E*.
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Figura 1.3: Diagrama de Voronoi (a) obtenido a partir de la envolvente convexa sobre el
paraboloide eliptico (b).

Las siguientes propiedades son andlogas a las de los diagramas de Voronoi 2D:

1.
2.

1.5.

Cada vértice Voronoi es la interseccion de, exactamente, cuatro aristas Voronoi.
Para todo punto P; € S, V(P;) es un 3-politopo posiblemente no acotado.

Si Pj es el sitio mds cercano a P;, V(P;) y V(P;) comparten una cara, es decir, un
poligono (acotado o no).

. De acuerdo con las formulas presentadas en [Okabe y col., 2000] el mdzimo nime-

70, Nmaz(d), de caras Voronoi d-dimensionales de un diagrama de Voronoi 3-dimen-

stonal generado por n sitios diferentes, n > 4, viene dado por las expresiones si-
guientes:

[ C(3,4), d

Pma (d) = { C(3—d4), 1

c<j,4>=i?(”2f11> <j—z+1>’

i=1

0
d<3

IA

donde

. =3) . -1
es decir, "("2 ) vértices, n(n — 3) aristas y % caras.

Triedrizaciones y diagramas de Voronoi

Notemos que, en virtud de la Propiedad 1 de la Seccién 1.2, un diagrama de Voronoi
en el plano constituye el ejemplo més sencillo de una superficie triedrizada. De hecho,
una triedrizacién de una superficie es otra superficie que consta de poligonos “engancha-
dos” de tal forma que la estructura global podria recordar a un diagrama de Voronoi
2D. Esto sugiri6 la busqueda de diagramas de Voronoi sobre superficies genéricas y crear
asi triedrizaciones sin caras planas. A continuacién la estrategia pasaba por utilizar dicha
aproximacion para construir una segunda triedrizacién con caras planas que aproxima-
ra lo mejor posible la superficie tratada. Resultados en esta direccién sobre la esfera se
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Figura 1.4: Diagrama de Voronoi 3D de 16 sitios.

recogen en [Fox y Joy, 1998]. En este articulo, se utiliza una técnica denominada cut-
ting corners para obtener, de hecho, una triedrizacién de la esfera. La proyeccién de los
vértices obtenidos sobre dicha esfera da lugar a un diagrama de Voronoi 2D sobre ésta.
Sin embargo, la dificultad de tratar con las particularidades de superficies arbitrarias
complicaba en exceso el problema y se desechd esta idea. No obstante, como veremos en
el capitulo siguiente, los diagramas de Voronoi 3D si se pueden utilizar como base para
calcular aproximaciones triédricas de superficies.



Capitulo 2

Algoritmo de triedrizacion
mediante diagramas de Voronoi

Este capitulo describe el primer método de triedrizaciéon explorado, basado en la cons-
truccién del diagrama de Voronoi de una nube de puntos distribuidos alrededor de la
superficie a aproximar. Dicho método se inspira en el presentado en [Ros y col., 2002],
aunque en este caso el uso de diagramas de Voronoi facilita la extraccién de las caras
de la poligonizacion. Este algoritmo genera mallas poligonales cuyos vértices convergen
a la superficie de entrada a medida que aumenta el ntimero de poligonos utilizado, si
bien no se obtiene el mismo comportamiento en cuanto a la orientaciéon de los vectores
normales se refiere. Ello ha motivado un ataque alternativo al problema cuya exposicién
es el objeto de posteriores capitulos.

2.1. Algoritmo

El algoritmo utilizado consta de los siguientes pasos, resumidos en el pseudocddigo de
la Figura 2.4 y que describimos a continuacion, donde S denota la superficie input a
aproximar.

Paso 1. Generacién de una muestra de puntos. En primer lugar se muestrea la
superficie S, colocando aleatoriamente puntos sobre ésta con densidad proporcional a su
curvatura, obteniendo de esta forma una nube de puntos que denotaremos por MS.

Paso 2. Obtencion de las nubes generadoras. A continuacion, los puntos de MS
se utilizan para generar dos nubes de puntos adicionales, MST y MS™, situadas una a
cada lado de la superficie. Los puntos de cada una de estas nuevas nubes se encuentran
a una misma distancia d con respecto a la superficie S. Se han considerado dos maneras
de obtener MS* y MS™, ilustradas, en el caso 2D, en la Figura 2.1.

a. Muestras asimétricas.
Se substituye cada punto P de MS por un punto P’ situado a distancia d de P,
sobre la normal a S en P. Aleatoriamente se decide en qué lado de S se coloca este
nuevo punto. De este modo, las nubes de puntos MST y MS™ estan formadas por

17



18

Figura 2.1: Muestras simétrica (izquierda) y asimétrica (derecha) en una curva plana.

los puntos en el lado exterior e interior de S, respectivamente. Asimismo, la distancia
d debe ser lo suficientemente pequena como para garantizar que el segmento abierto
PP’ no atraviesa la superficie S.

b. Muestras simétricas.
A diferencia del caso anterior, se substituye cada punto P de MS por dos puntos,
PT y P~, uno en cada lado de S, también sobre la recta normal a S en Py a
distancia d de P. Las nubes MS™T y MS™ estdn formadas, respectivamente, por
los puntos P* y P~ obtenidos de esta manera. De forma andloga, la distancia d
debe ser tal que el segmento P+ P~ atraviese S exactamente una vez.

Paso 3. Obtencién del diagrama de Voronoi. Una vez obtenidas las nubes MS™
y MS™, se calcula el diagrama de Voronoi 3D de los puntos generadores formados por
la reunion de ambas nubes. Cada uno de ellos proporciona una celda de Voronoi en el
diagrama, esto es, un poliedro convexo, posiblemente no acotado.

Paso 4. Extraccién de caras validas. A continuacién, se eliminan los vértices, aristas
y regiones 3-dimensionales que no pertenecen a la estructura 2-dimensional formada por
las caras que aproximan a S. Dicha seleccion se realiza considerando valida toda cara del
diagrama en la que los dos sitios vecinos pertenecen a MS™ y MS™, respectivamente.
La idea es clara cuando las muestras son simétricas. En efecto, si d es suficientemente
pequena y exceptuando patologias concretas, aparecera una cara entre cada dos puntos,
Pty P~, de las muestras MSt y MS™ respectivamente. Tal y como se han elegido
dichos puntos y debido a las propiedades de los diagramas de Voronoi, muchas de estas
caras aproximan el plano tangente a S en P € MS. Es aqui donde aparecen las simili-
tudes con el método de los planos tangentes mencionado en la Seccién de Antecedentes.
La diferencia es que la obtencion de la configuracién de planos se hace via diagramas de
Voronoi, previa eliminacién del resto de planos no validos. Por otra parte, no debemos
olvidar que entre las caras validas también se encuentran aquellas correspondientes a
puntos que, pese a no estar asociados al mismo punto muestra en MS, si que pertenecen
a nubes diferentes, es decir, a MS* y MS™ respectivamente.

Paso 5. Correccion local. La poligonizacién generada después de aplicar el paso an-
terior sélo contiene vértices de grado tres o cuatro. Esto es debido a las propiedades de
los diagramas de Voronoi 3D, en virtud de las cuales no es posible obtener vértices con
grado mayor a cuatro a menos que existan grupos de cinco sitios coesféricos. Pero esto, si
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Figura 2.2: Configuraciéon de puntos que provoca la aparicién de un vértice no triédrico
al aplicar el criterio de extraccién de caras. Las cruces indican las caras que no son selec-
cionadas por dicho criterio y que, por tanto, no aparecen en la poligonizacién resultante.

se diera el caso, se evita realizando pequenas perturbaciones en las nubes de puntos ob-
tenidas segin lo expuesto en el Paso 1. La Figura 2.2 muestra un caso donde, tras aplicar
el Paso 3, se obtiene un vértice con cuatro caras incidentes. Es posible, entonces, substi-
tuir cada vértice de grado cuatro por varios vértices de grado tres a fin de obtener una
malla totalmente triédrica. Esto se logra mediante la utilizacién de operaciones locales
que involucran un cambio en la estructura de las caras y aristas incidentes con el vértice
en cuestion. Se trata de realizar secciones en torno al mismo que permitan reconstruir la
malla manteniendo la regularidad en el grado de los nuevos vértices obtenidos a la vez que
se corrige el grado del vértice incorrecto. Ademas, la casuistica se reduce al tratamiento
de so6lo dos casos, ambos ilustrados en la Figura 2.3 y en la que también se muestra el
tipo de seccién a aplicar en cada uno de ellos.

= Vértices separables. Vértices separables de los cuatro vértices vecinos mediante
un plano (arriba).

= Vértices de ensilladura. Vértices cuyo entorno es homeomorfo a una superficie
de ensilladura (abajo).

En cuanto a la complejidad del algoritmo, notemos que en el primer paso hemos
de seleccionar n puntos muestra sobre la superficie, lo cual se puede realizar en tiempo
O(n). El mismo esfuerzo ha de realizarse para obtener las nubes de puntos generadores.
A continuacién, el cilculo del diagrama de Voronoi de un maximo de 2n puntos en R? se
puede llevar a cabo en tiempo O(nlogn). El cuarto paso se basa en el recuento de caras
validas para nuestra aproximacién. Teniendo en cuenta que el niimero de caras Voronoi
en un diagrama de Voronoi 3D es, a lo sumo, de @ y que el recuento de caras validas
pasa por comprobar todas ellas, esto arroja una complejidad del Paso 4 en tiempo O(n?).
Finalmente, la correccion local, que para cada vértice se realiza en tiempo constante,
habra que aplicarla a un méximo de O (n?) vértices, con lo cual el tiempo en realizar es-

te paso es también cuadrético. Asf, el algoritmo completo tiene una complejidad de O(n?).
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Figura 2.3: Operaciones locales sobre vértices convexos de grado cuatro (arriba) y sobre
vértices de ensilladura de grado cuatro (abajo).

Entrada:

Salida:

Paso 1.
Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

Algoritmo de triedrizacién mediante diagramas de Voronoi

La superficie S a triedrizar. Puede ser descrita a través de una para-
metrizacion o usando una aproximacion mediante una triangulacion de ésta.
Triedrizacion de la superficie S.

Generacion de una muestra aleatoria de puntos MS de S.

Obtencion de dos nubes de puntos generadores, MSt y MS™, equidistantes
sobre la normal a la muestra MS de puntos.

Cadlculo del diagrama de Voronoi del conjunto de sitios formado por la reu-
nion de puntos de las dos nubes calculadas en el Paso 2.

Eliminacion de los vértices, las aristas y las regiones del diagrama de Vo-
ronoi que no forman parte de la estructura 2-dimensional que aproxima la
superficie original S.

Correcion, mediante operaciones locales, de vértices con grado 4 y pertur-
bacion de posibles vértices de grado 5.

Figura 2.4: Algoritmo de triedrizacién mediante diagramas de Voronoi.
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2.2. Resultados experimentales

El anterior algoritmo ha sido implementado en C hasta el Paso 3. Para llevar a cabo
algunos de los calculos se ha utilizado el paquete de rutinas Qhull, que permite obtener
envolventes convexas de nubes de puntos asi como diagramas de Voronoi, triangulaciones
de Delaunay y otras estructuras geométricas. Este paquete implementa el algoritmo de-
nominado “QuickHull” [Barber y col., 1996] para el calculo de la envolvente convexa, y
posteriormente lo utiliza para obtener el diagrama de Voronoi mediante el algoritmo del
paraboloide explicado en el capitulo anterior.

La obtencién de los resultados que se presentan, pasan, en primer lugar, por realizar
un muestreo de la superficie a aproximar. Para ello resulta muy cémodo usar una des-
cripcién paramétrica de ésta, si bien, en caso de no disponer de dicha parametrizacion,
también es 1til el uso de una triangulacién. Asi, los resultados que se muestran a conti-
nuacion se basan en el muestreo de la superficie a partir de una triangulacién de la misma.

La Figura 2.5 (a) muestra un ejemplo de superficie triangulada como modelo para
aplicar el algoritmo descrito utilizando un muestreo asimétrico en el Paso 2. En este
ejemplo, las nubes de puntos MST y MS™ se obtienen utilizando, como muestra MS,
la formada por un dnico punto situado en el baricentro de cada uno de los tridngulos. En
la Figura 2.5 (b) se pueden apreciar las nubes MS™ y MS™ resultantes. La Figura 2.5
(c) muestra la aproximacién que resulta de aplicar el algoritmo de triedrizacién anterior
hasta el Paso 3. Como podemos apreciar en las ampliaciones mostradas en la Figura 2.6,
se obtiene una poligonalizacién con vértices de grado tres o cuatro. Notemos que, a pesar
de no haberse aplicado el Paso 4 del algoritmo, este experimento permite detectar ya
ciertas patologias no deseadas respecto del resultado esperado:

= Dientes de sierra. La primera es la aparicién de irregularidades en forma de dien-
tes de sierra y protuberancias que encontramos en muchas zonas de la triedrizacion.
Obsérvese, por ejemplo, el rizado en la superficie de la orejas en la Figura 2.6, cen-
tro, o la existencia de caras no acotadas en la Figura 2.5 (¢). Esto se debe, en parte,
al tipo de muestreo utilizado, puesto que pueden existir zonas donde el ntmero
de puntos de alguna de las muestras no sea el adecuado. En otras palabras, que
el cociente entre el nimero de puntos en una muestra con respecto al nimero de
puntos en la otra diste mucho de uno.

= Islas poliédricas. Por otra parte, este tipo de muestreo puede producir islas po-
liédricas, separadas de la poligonizacién principal. Obsérvese, por ejemplo, la celda
poliédrica aislada entre las dos orejas, en la Figura 2.6, centro. Pese a que el caso
3D es mas complejo, la analogia con el caso 2D permite ilustrar ciertos comporta-
mientos comunes. La Figura 2.7 muestra ambas patologias en el caso 2D.

Para mejorar este tipo de aproximaciones se apuntan varias ideas. La primera de ellas no
es mas que el incremento de la densidad de muestreo. El objetivo es aumentar la reso-
lucién de la aproximacion para producir una atenuacion de los picos y de los dientes de
sierra. Otra opcion consiste en producir un esquema pseudo-aleatorio para evitar la con-
centracion descompensada de puntos de una misma nube en determinadas zonas. Dicho
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de otra forma, se fuerza a que el cociente entre el nimero de puntos de una de las nubes
con respecto a la otra no se aleje demasiado de uno, no sélo globalmente, siné también de
forma local. Adicionalmente, también es posible evitar la aparicién de dientes de sierra
realizando un muestreo simétrico. En general, las pruebas realizadas en el caso simétrico
generan aproximaciones con propiedades similares a las obtenidas en el caso asimétrico;
si bien, los resultados son, en efecto, mas suaves al reducirse el efecto de dientes de sierra
presente en el caso asimétrico. La Figura 2.7 ilustra dos de las soluciones aplicadas para
mejorar los resultados que se obtienen mediante un muestreado asimétrico. Sin embargo,
con un muestreo simétrico se viola la propiedad de aproximacién de las normales debido
a la aparicion de pequenos saltos en diversos puntos de la malla obtenida, en ocasiones,
casi paralelos a la orientacién de la normal en la superficie original (véase el zoom de las
tres regiones preseleccionadas en la Figura 2.8).

Por otra parte, pese a que no se ha presentado un estudio de la influencia que tiene
la eleccién de la distancia d usada para construir MS™ y MS&™, los resultados obtenidos
muestran que es un factor a tener en cuenta, més cuando se trata con superficies con
curvaturas muy pronunciadas en las que existen diferente partes, cercanas en distancia
euclidea, aunque alejadas, considerando la distancia entre ellas sobre la superficie.
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Figura 2.5: Modelado de la forma de un conejo mediante una triangulacién (a) y muestras
asimétricas MST y MS™ obtenidas a partir de la misma (b). Triedrizacién del modelo
anterior después de aplicar el Paso 3 (c).
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Figura 2.6: Detalle de la triedrizacién obtenida.
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Figura 2.7: Arriba: patologias que aparecen cuando se usa un muestreado asimétrico.
Centro: solucién mediante un muestreado asimétrico mas denso. Abajo: solucion mediante
un muestreado simétrico.
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Figura 2.8: Arriba: un modelo triangulado de una Venus (izquierda) es muestreado
simétricamente (centro) para obtener una malla triédrica (derecha). Abajo: zoom de tres
areas preseleccionadas en las que se pueden observar caras casi paralelas a la orientacién
de la normal en la superficie original.
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Capitulo 3

Dualidad y polaridad

“;Qué habremos de pensar de la prequnta: es verdadera la geometria
Euclidiana? Carece de sentido. Lo mismo hariamos al preguntar... si son
verdaderas las coordenadas cartesianas y falsas las polares. Una geometria
no puede ser mds verdadera que otra; solo mds conveniente.”

Henri Poincaré (1854-1912)

Resultados como los que se presentan en la tesis doctoral [Andijar, 1999], muestran como
el mero uso de la estructura combinatoria de los elementos que intervienen en una trie-
drizacién nos limita en la consecucion de nuestro objetivo. Esto obliga a sumergirse en un
contexto, a priori mas completo, en el que, como era de esperar, se conceda a la geometria
un papel tan importante como el que tiene la estructura combinatoria de la poligonizacién
que buscamos. Sin embargo, nos surge la duda al tratar de elegir la geometria adecuada
en la que se enmarca nuestro problema teniendo en cuenta sus caracteristicas.

Por una parte, no cabe duda de que la existencia de una métrica juega un papel
muy destacable. Esto es asi en aplicaciones como pueden ser, por ejemplo, el diseno de
vehiculos o la confecciéon de mapas geograficos. Sin embargo, la Geometria Métrica, al
igual que la Geometria Afin carecen, en primera instancia, de la simetria necesaria que
requiere el problema y que permite obtener de forma sencilla la estructura combinatoria
que deseamos. Por otra parte, esta simetria aparece de forma natural, como advirtié por
primera vez Poncelet, en la Geometria Proyectiva y se manifiesta en el denominado Prin-
cipio de Dualidad. Ahora bien, la Geometria Proyectiva carece por completo de conceptos
métricos, con lo cual, lo que hemos ganado por una parte lo perdemos por otra. No obs-
tante, el espacio euclideo se puede considerar englobado dentro del espacio proyectivo
[Coxeter, 1957] y esto quiza nos proporcione una estrategia a seguir. En efecto, aprove-
chando las caracteristicas que nos ofrece cada geometria, se trata, en primer lugar, de
estudiar las propiedades de la Geometria Proyectiva que tienen relacién con la estruc-
tura combinatoria buscada para, a continuacion, ver que ocurre con estas nociones bajo
la éptica euclidea o si es posible adaptar los resultados para aprovechar las principales
caracteristicas de ambas geometrias.
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En la siguiente seccion estudiaremos el fenémeno de la dualidad, que se manifiesta
en lo que se conoce como Principio de Dualidad. Asimismo, definiremos dos tipos de
transformaciones proyectivas, las correlaciones y las polaridades que permiten establecer
relaciones biyectivas entre elementos duales del espacio proyectivo. A continuacién, en
las Secciones 3.2 y 3.3, nos centraremos en el estudio y clasificacion de las polaridades,
que constituyen una de las herramientas bésicas sobre la que se basa el Triedrizacion
por Dualidad. La Seccién 3.2 tratara las polaridades en el plano proyectivo real mientras
que el caso espacial sera desarrollado en la Seccién 3.3. En la Seccién 3.4 se abordan las
polaridades desde el punto de vista analitico, proporcionando las herramientas algebraicas
necesarias para su tratamiento efectivo. Finalmente, en la Seccién 3.5 se aborda, de forma
breve, el estudio del comportamiento de dichas polaridades en el plano y espacio afin.

3.1. Dualidad lineal en P"

3.1.1. El Principio de Dualidad

El concepto de dualidad es una nocién muy utilizada en muchas ramas de las matemati-
cas, aunque quizé sea mas conocida en el ambito de la Geometria. La dualidad geométrica
fue descubierta a comienzos del siglo X1X, en medio de las rivalidades existentes entre
partidarios de la Geometria Analitica y de la Geometria Sintética. De hecho, fue Charles
Julien Brianchon (1785-1864) quién, mediante un simple intercambio de las palabras pun-
to y recta, mostré de forma sintética el primer ejemplo claro de un par de importantes
teoremas duales en el plano, los teoremas de Pascal y de Brianchon, ilustrados en las
Figuras 3.1 y 3.2.

Teorema de Pascal Un hexdgono estd inscrito en una conica si, y solo si, los tres pun-
tos comunes a los tres pares de lados opuestos estdn alineados.

Figura 3.1: Teorema de Pascal.
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Teorema de Brianchon Un hexdgono estd circunscrito en una conica si, y solo si, las
tres rectas que unen los tres pares de vértices opuestos son concurrentes.

Figura 3.2: Teorema de Brianchon.

Notemos que, efectivamente, si leemos la frase «una recta es tangente a una cénica» como
«una recta estd sobre una conica», entonces podemos enunciar los dos teoremas de la
siguiente forma combinada:

) vértices , , .. . , .
Los seis de un hexdgono estdn sobre una conica si, y solo si,
lados

untos lados

los(las) tres P comunes a los tres pares de L opuestos
rectas vértices

) recta .

tienen un(a) coman.

punto

Se observé que este intercambio de papeles entre las nociones de punto y recta en el plano
también se daba entre muchos otros pares de resultados de Geometria Sintética, dando
lugar a lo que hoy se conoce como Principio de Dualidad en el plano.

Para todo teorema de geometria plana sobre puntos y rectas, su dual,
obtenido intercambiando en él las palabras punto y recta y preservando
la relacion de incidencia, también es vdlido.

Es més, esta doble funcion también se observd entre elementos del espacio, concretamente,
entre puntos y planos, dando lugar a un principio analogo, el Principio de Dualidad en
el espacio.

Para todo teorema de geometria en el espacio sobre puntos, rectas y pla-
nos, su dual, obtenido intercambiando en €l las palabras punto y plano y
preservando la relacion de incidencia, también es vdlido.

Por otra parte, J. D. Gergonne (1771-1859), aferrado defensor de la geometria analitica,
estaba convencido de que los métodos analiticos permitirian demostrar que tal inter-
cambio era universalmente vélido. Y asi fue, pues poco tiempo después, en 1829, Julius
Plicker (1801-1868) publicé en el Journal de Crelle un articulo en el que, utilizando las
recien introducidas coordenadas homogéneas, mostraba de una manera muy elegante la
contrapartida analitica inmediata del principio geométrico de dualidad.
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3.1.2. Correlaciones y polaridades

Como acabamos de ver, el Principio de Dualidad establece una correspondencia entre
las nociones y relaciones fundamentales de un espacio proyectivo. En efecto, teniendo en
cuenta la preservacion de incidencias e inversién de la inclusién, esta especie de simetria
existente entre el comportamiento de los puntos y el comportamiento de los hiperplanos
de un espacio proyectivo se hace extensible a cualquier variedad lineal de P™ mediante
el uso de las operaciones de interseccién y suma de variedades [Xambd, 1997]. Hemos de
notar, ademas, que podemos hablar de la dualidad como una caracteristica especifica del
espacio proyectivo, pero que a la hora de calcular hacemos referencia a transformaciones
concretas que funcionan de acuerdo con el Principio de Dualidad. Son béasicamente dos
los tipos de transformaciones proyectivas que permiten concretar esta correspondencia:
las correlaciones y las polaridades.

Una correlacién proyectiva en P? es una transformacién proyectiva [Coxeter, 1998] punto-
recta, recta-punto preservando la relaciéon de incidencia de acuerdo con el Principio de
Dualidad en el plano. Andlogamente, una correlacién proyectiva en P? es una correspon-
dencia que relaciona puntos colineales con planos coaxiales de forma proyectiva preser-
vando la incidencia de acuerdo con el Principio de Dualidad en el espacio. En general,
una correlacion proyectiva (n > 2) en P™ es una correspondencia biyectiva que relaciona
puntos colineales con hiperplanos coaxiales de forma proyectiva preservando la relacién
de incidencia de acuerdo con el Principio de Dualidad. En otras palabras, se trata de una
transformacion proyectiva C : P(P") — P(P") verificando las siguientes condiciones:

1. C transforma variedades lineales de dimensién k, 0 < k < n en variedades lineales de
dimensiéon n — 1 — k. En particular transforma puntos en hiperplanos e hiperplanos
en puntos respectivamente.

2. C preserva la relacién de incidencia pero invirtiendo las inclusiones, esto es, si R es
el relacional binario de inclusién, se tiene

C(R(L, M)) = R(C(M),C(L)),
es decir,
LCM=C(M)CC(L),

donde L y M son variedades lineales de P™ de dimensiéon k y I respectivamente,
0<k<l<n-—1.

3. C es una biyeccion.

Asi, en general una correlacién C transforma cada punto P en un hiperplano p’ = C(P)
¥, & su vez, este hiperplano p’ en un nuevo punto P” = C(p'). Cuando P y P” coinci-
den, diremos que la correlacién tiene periodo dos o que es involutiva. Esto conduce a la
siguiente definicién.

Definicién. Una polaridad o transformacion polar en P™ es una correlacion proyectiva
de periodo dos.
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3.2. Polaridad en P%

En esta seccion estudiamos las polaridades en el plano proyectivo real, ]P’fg. El Primer
Teorema de la Geometria Proyectiva (ver Anexo) nos permite tratar los enfoques analitico
y sintético de manera unificada. De esta forma, aunque en pro de una mayor claridad
empecemos con un tratamiento sintético, tanto de los conceptos como de los resultados
maés interesantes, acabaremos dando su versién analitica en la Seccién 3.4, para realizar
los calculos efectivos con este tipo de transformaciones en los capitulos siguientes.

3.2.1. Conceptos y resultados basicos

Teniendo en cuenta las definiciones, una polaridad transforma el punto proyectivo P en
la recta p, y reciprocamente, dicha recta p en el punto P. Siguiendo la notacién utilizada
por Gergonne, decimos que p es la recta polar de Py que P es el polo de p. En adelante,
los polos y sus rectas polares se denotaran usando la misma letra, maytuscula en el primer
caso y mintscula en el segundo.

Puesto que una polaridad dualiza incidencias, si el punto P es de la recta ¢, la recta
polar p de P, pasa por el polo ) de q. Diremos que P y @ son puntos conjugados y que
py q son rectas conjugadas. Si p y P inciden, decimos que P es un punto autoconjugado
y que p es una recta autoconjugada. Este tipo especial de puntos y rectas es de gran
importancia para la clasificacién de polaridades y su existencia estd sujeta a determinadas
restricciones, como muestran los siguientes teoremas.

Proposicion 3.1. Toda recta que une dos puntos autoconjugados no puede ser una recta
autoconjugada.

Demostracion. Sea p una polaridad en el plano proyectivo real y supongamos que la recta
r, que une dos puntos autoconjugados diferentes, es autoconjugada. En este caso, r ha
de contener, ademds de su polo R = p(r), otro punto autoconjugado distinto P. Si esto
es asi, la polar p de P ha de coincidir con r pues ambas rectas contienen los puntos P y
R. Pero esto es imposible pues p es una biyeccién entre puntos y rectas. O

Proposicion 3.2. Toda recta del plano proyectivo contiene, a lo sumo, dos puntos auto-
conjugados.

Demostracion. Sean A 'y B dos puntos autoconjugados de una recta s, y consideremos P
un punto de la recta AS diferente de A y de S. Supongamos que la polar p de P interseca
b en el punto @ (ver Figura 3.3). Notemos que p no puede pasar por P puesto que en tal
caso a seria una recta autoconjugada con dos puntos autoconjutados, en contradiccion
con la Proposicién 3.1. Entonces, () = b N p es el polo de la recta ¢ = BP, que interseca
la recta p en un punto, digamos, R. A su vez, R = pNq es el polo de r = PQ y su
interseccion con la recta s es un nuevo punto C. Finalmente, C = r N s es el polo de
¢ = RS que corta nuevamente a la recta s en otro punto D conjugado arménico de C'
respecto de los puntos A y B tal y como se muestra en la Figura 3.3.
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Figura 3.3: Demostracién de la Proposicién 3.2.

Ahora bien, C no puede coincidir ni con A ni con B puesto que entonces P coincidiria
con A o con S, en contradiccién con la suposicion inicial. Por tanto el punto C', que no
esta en su recta polar, no es un punto autoconjugado. De esta forma hemos visto que en
s hay dos puntos autoconjugados, a saber, A y B y un punto C que no lo es. Pero los
puntos autoconjugados en s son invariantes por la proyectividad X A z N s, inducida en
s por la polaridad. En consecuencia, la proyectividad no es la identidad y no puede, por
tanto, tener mas de dos puntos invariantes; es decir, la recta s no puede contener mas de
dos puntos autoconjugados por la polaridad (ver Anexo). ]

El siguiente resultado esta relacionado con las proposiciones anteriores, y trata sobre
el tipo de transformaciones que una polaridad induce en las rectas que no son auto-
conjugadas. Su importancia radica en que nos permitird, como ya veremos, realizar la
clasificacién de polaridades en P% (ver Seccién 3.2.3).

Proposiciéon 3.3. Una polaridad en ]P’]% induce una tnvolucion de puntos conjugados en
cualquier recta que no sea autoconjugada.

Demostracion. Sea p una polaridad arbitraria en ]P)ﬁ y ¢ una recta no autoconjugada,
esto es, de manera que su polo C' = p(c) ¢ c. La proyectividad X AY, donde Y =xnNe¢
(Figura 3.4), transforma todo punto que no sea autoconjugado B en otro punto A = bNe,
cuya recta polar es a = BC. La misma proyectividad transforma A en B. Puesto que,
sobre la recta ¢, p intercambia los puntos A y B, ha de ser una involucién como se queria
ver (ver Anexo y [Coxeter, 1998]). O

Observacion

Notemos que las polariades de JP’]%Q son las involuciones, de modo que la proposicién an-
terior afirma que toda polaridad en IF’IQR induce una polaridad en toda recta que no sea
autoconjugada. Esto mismo ocurrira en el espacio IP)%.
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Figura 3.4: Tridngulo autopolar ABC.

Definicion. Dado un triangulo, llamamos tridngulo polar al formado por las rectas pola-
res de sus tres vértices y los polos de sus tres lados. Cuando ambos triangulos coinciden,
decimos que el tridngulo es autopolar. En este caso, dos vértices cualquiera o dos lados
cualquiera siempre son conjugados (Figura 3.4).

Este tipo de tridngulos nos proporciona la herramienta bésica para la caracterizacion y
construcciéon geométrica de polaridades en el plano proyectivo. Asimismo, veremos que
una herramienta andloga, el tetraedro autopolar, nos servird para el mismo propésito en
el espacio.

El siguiente resultado caracteriza las transformaciones polares dentro del conjunto de
las correlaciones proyectivas.

Proposicion 3.4. Toda correlacion proyectiva de IP’%Q que relaciona cada vértice de un
triangulo con su lado opuesto, es una polaridad.

Demostracion. Consideremos la correlacion C que transforma los puntos A, B, C'y P en
las rectas respectivas a, b, ¢ y p,

C: ABCP — abep,

donde a, b, ¢ son los lados del tridngulo ABC y P es un punto en posicién general, esto
es, que no estd sobre ninguno de los lados. Denotemos por A,, B,, Cp, Py, P, y P, los
puntos respectivos;

aNp, bNp, cNp, anNAP, bNBP, c¢nCP,

como muestra la Figura 3.5.

La correlacién, no sélo relaciona A, B, C' con a, b, ¢ sino que también lo hace con a, b ¢
y A, B, C puesto que relaciona a = BC con A = bN ¢y andlogamente con los lados b y
c. Es més, relaciona AP con A, y por tanto, P, con AA,.
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Figura 3.5: Polaridad inducida por un tridngulo autopolar.

Queremos demostrar que la correlacion C aplica la recta p en el punto P. Para ello,
consideremos la proyectividad X A x N a inducida en a. Como bNa y cNa son Cy B
respectivamente, esta proyectividad intercambia By C'; por tanto es una involucién (ver
Anexo). Puesto que P, A, es un par de puntos de la involucién, la correlacién funciona
como sigue; C(Ap) = AP,; andlogamente C(B),) = BD,; por tanto C(A,B,) = AP,N BP,,
esto es, C(p) = P, y esto acaba la demostracién. O

Segin acabamos de ver en la demostracién de la Proposicién 3.4, toda correlacién pro-
yectiva que relaciona ABCP — abcp es una polaridad, es decir

Corolario 3.1. Una polaridad queda determinada dados un tridngulo autopolar ABC,
un polo P no contenido en ninguno de sus lados y una recta (polar) p que no contenga
ninguno de sus vértices.

La polaridad inducida por el triangulo autopolar ABC, el punto P y la recta p, sera en
adelante denotada por el simbolo (ABC)(Pp). Al usar esta notacion, se asume que P no
estd en ninguno de los lados del tridngulo ABC' y por tanto, que su polar p no pasa por
ninguno de los vértices de éste.

3.2.2. Construccion geométrica de polaridades en el plano

Nos disponemos ahora a describir la construccién geométrica de la recta polar x de
cualquier punto X en la polaridad (ABC)(Pp). Para ello es necesario un resultado previo,
debido a M. Chasles, que relaciona un triangulo y su tridngulo polar.

Lema 3.1 (Teorema de Chasles). Si las rectas polares de los vértices de un tridngulo
no coinciden con los lados opuestos respectivos, intersecan estos tres lados en tres puntos
colineales.

Demostracion. Sea PQR un triangulo arbitrario cuyas lados QR, RP, PQ cortan a las
rectas polares p, ¢, r de sus vértices respectivos en los puntos P;, (J1, R1, como se muestra
en la Figura 3.6.
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Figura 3.6: Teorema de Chasles.

Sabemos que la recta polar de Ry = PQNresr;y = (pNq)R.
Consideremos ahora los puntos:

P =¢qnPQ y R =qnQR.
La polar del primero de ellos no es méas que:

P =Q(nNq).

Teniendo en cuenta que dados cuatro puntos colineales cualquiera, siempre es posible
construir un proyectividad que los intercambie por pares [[Coxeter, 1998], Teorema 1.63,
pg 12], se tiene

RiPP'Q A PRIQP'.

Puesto que cuatro puntos que forman cuaterna armoénica se transforman, por una polari-
dad, en cuatro rectas que también forman cuaterna armdnica, una polaridad induce una
proyectividad entre cualquier conjunto de puntos y su haz de rectas correspondiente,

PR\QP' A~ prigp'.

Asimismo, por proyectividad entre el haz de rectas que pasan por p N ¢ y los puntos de
la recta QR se tiene,
prigp’ A PIRR'Q.

En resumen, tenemos que:
R1PPIQ A PRlQPI A prlqp' A PlRR/Q.

Ahora bien, dado que una proyectividad entre dos rectas distintas equivale a una pers-
b
pectividad si, y sélo si, su punto de interseccién es invariante, se tiene que

RiPP'QAPLRR Q.

Puesto que el centro de esta perspectividad, esto es PR N P'R’ = ()1, debe pertenecer a
la recta R1 P, los tres puntos P, Q1 v R; estan alineados, como queriamos ver.
O
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En la siguiente construccién, si el punto X para el que vamos a calcular su polar x, es
diferente de P, entonces no puede estar en mas de una de las rectas AP, BP, C'P puesto
que en tal caso su polar seria p. Por tanto, podemos suponer, cambiando la notacion si
es necesario, que A, B y C estdn colocados de forma que X no se encuentra ni en AP ni
en BP. Ademés supondremos que X ¢ p ya que, en este caso, la construccién degenera
y serd una situaciéon que trataremos posteriormente.

Proposicion 3.5. La recta polar de un punto X cualquiera diferente de P por la pola-
ridad (ABC)(Pp) es la recta X1X2 determinada por

Ai=anPX, Pi=pnAX, X1 =APNA P

By =bNPX, Pob=pNBX, Xo=BPNByPy
Demostracion. Aplicando el lema anterior al tridngulo PAX, deducimos que sus lados
AX, XP, PA, intersecan las rectas polares p, a, x de sus vértices respectivos en tres

puntos colineales, dos de los cuales son P; y Ay. Por tanto, la recta x, polar de X, ha de
cortar el lado PA en un punto X; perteneciente a P; A1, esto es

X1 =PANPA;.

Figura 3.7: Construccién sintética de la recta polar.

Andlogamente, aplicando el lema al tridngulo PBX, z también pasa por el punto Xs y

esto acaba la prueba (ver Figura 3.7).
O

La construccién anterior degenera si X pertenece a p ya que entonces tanto X; como Xo
coinciden con P. En este caso, elijamos un punto () arbitrario y construyamos su recta
polar ¢. Si resulta que ¢ también pasa por el punto X dado (en p), entonces la polar de
X es PQ y el problema queda resuelto. Si no es asi, podemos usar el método anterior
para encontrar la recta polar de X en la polaridad (ABC)(Qq).
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3.2.3. Clasificacién de polaridades en P}

Decimos que una polaridad es hiperbdlica si tiene puntos autoconjugados y eliptica en
caso contrario. La siguiente proposicién asegura la existencia de ambos tipos de polari-
dades, pero antes es necesario recordar la siguiente propiedad.

Dado un tridngulo ABC' cualquiera, las rectas soporte de sus tres lados dividen el pla-
no proyectivo en cuatro regiones, segin se indican en la Figura 3.8 (a). Cualquier recta p
que no pase por los vértices A, B, C del tridngulo, corta tres de estas cuatro regiones. La
region restante, para la cual p es exterior, la denotaremos por ABC//p como se muestra
en la Figura 3.8 (b) (ver [Coxeter, 1957]).

Figura 3.8: Regionamiento del plano proyectivo determinado por rectas en posiciéon ge-
neral.

Proposicion 3.6. Si p es una recta que mo pasa por ningun vértice de un tridngulo
autopolar ABC' y P es su polo, la polaridad (ABC)(Pp) es eliptica o hiperbélica segin P
pertenezca a la region ABC/p o a una de las tres regiones restantes determinadas por el
triangulo.

La demostracién, que podemos encontrar en [Coxeter, 1957], utiliza las involuciones in-
ducidas por la polaridad en los lados del tridngulo autopolar ABC' y la posicién relativa
de Py p respecto de dicho triangulo. Asi, la casuistica estudiada da lugar a dos casos
diferenciados; en el primero de ellos se tiene que en los tres lados del tridngulo se inducen
involuciones elipticas, en cuyo caso se concluye que se trata de una polaridad eliptica; en
el segundo caso, dos de los lados contienen involuciones hiperbdlicas y a partir de esto se
deduce que la polaridad es hiperbélica. Una notacion para distinguir ambas polaridades
consiste en dar pares ordenados (ne,ny), donde n. y nj indican el nimero de lados en
los que se inducen involuciones elipticas e hiperbdlicas respectivamente. Asi, podemos
referirnos a las polaridades elipticas como las de tipo (3,0) y a las hiperbdlicas como las
de tipo (1,2). Esta notacion serd de gran utilidad en el caso espacial.
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Figura 3.9: Tipos de polaridad en IP’%Q.

3.2.4. Definicién alternativa de cénica proyectiva

Sea P un punto autoconjugado por una polaridad hiperbdlica. Asimismo, su recta polar
p es también una recta autoconjugada, de modo que toda polaridad hiperbdlica puede
ser descrita de la forma (ABC)(Pp) donde P € p. Hasta ahora, no hemos dicho nada
acerca del cardinal del conjunto de puntos autoconjugados que poseen las polaridades
hiperbdlicas, pues s6lo hemos hecho referencia a la existencia o no de éstos. Sin embargo,
existe una importante propiedad que relaciona este tipo de polaridades con las cénicas
del plano proyectivo y que, de hecho, nos proporciona una definicién alternativa de éstas.

Proposiciéon 3.7. En las hipdtesis anteriores, existe otro punto autoconjugado en toda
recta que pasa por P exceptuando su recta polar.

Demostracion. Por la Proposicién 3.1, el tinico punto autoconjugado que contiene una
recta autoconjugada es su polo. Por dualidad, la tinica recta autoconjugada que pasa por
un punto autoconjugado P, es su recta polar. De este modo, por la Proposicién 3.3, toda
recta que pasa por P, exceptuando p, es una recta que contiene una involucién de puntos
conjugados. Dicha involucién, que ya contiene un punto invariante P, ha de contener, por
las propiedades de una involucién (ver Anexo), un segundo punto invariante @, que no
es mas que otro punto autoconjugado por la polaridad. [l

Por tanto, la presencia de un punto autoconjugado en una polaridad implica la presencia
de infinitos de estos. La propiedad interesante es que el lugar geométrico de estos puntos
es una conica proyectiva y sus rectas polares, las tangentes a dicha conica. Esta definicion,
debida a von Staudt (Geometrie der Lage, 1847), presenta la conica como figura autodual,
es decir:

i) Como lugar geométrico de los puntos autoconjugados (cdonica puntual).
ii) Como envolvente de las rectas autoconjugadas (cdnica tangencial).

3.2.5. Polaridad hiperbdlica definida por una cénica proyectiva

Hemos visto que toda polaridad hiperbdlica determina una cénica proyectiva, formada
por los puntos que son autoconjugados en la polaridad. Reciprocamente, toda cénica
proyectiva determina una polaridad hiperbdlica, la construccién de la cual mostramos a
continuacién.
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Figura 3.10: Cénica puntual y cénica tangencial.

Proposicion 3.8. Si PQRS es un cuadrdngulo inscrito en una conica C, su tridngulo
diagonal es autopolar.
Demostracion. Consideremos el cuadrangulo PQ RS inscrito en la cénica C y sean

A=PSNQR, B=QSNRP, C=RSnNPQ,

sus tres puntos diagonales, como muestra la Figura 3.11.

Figura 3.11: Propiedad del tridngulo diagonal de un cuadrangulo inscrito en una cénica.

La recta AB interseca los lados PQ y RS en los puntos C7 y Cy de manera que se tienen
las cuaternas arménicas H(PQ,CC1) y H(RS,CC3) (ver Anexo). Notemos que tanto
C1 como C9 son conjugados de C. En consecuencia, la recta AB que los contiene es la
polar de C [Coxeter, 1998]. Anélogamente, BC' y C'A son las rectas polares de A y B
respectivamente, y esto acaba la prueba. O

Corolario 3.2 (Determinaciéon de una polaridad hiperbdlica). Sea C una coénica
proyectiva y C' un punto arbitrario que no esté sobre la conica. La construccion geométrica
de la recta polar de C' es la siguiente:
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1. Elegir dos secantes arbitrarias a la conica, PQ y RS, que pasen por el punto C.
2. La recta polar de C es la recta ¢ = AB donde

A=QRNPS y B=RPNQS

tal y como se muestra en la Figura 3.12.

Figura 3.12: Construccién de la recta polar de un punto C en la polaridad inducida en
PZ por una cénica C.

En algunas geometrias, como es el caso de la geometria compleja, toda polaridad es
hiperbdlica, de manera que toda polaridad determina una cénica. Entretanto, en otras
como la geometria real, acabamos de comprobar que la teoria de polaridades es mas
general que la teoria de cénicas.
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3.3. Polaridad en P}

3.3.1. Conceptos y resultados basicos

De forma analoga al caso plano, una polaridad en el espacio transforma un punto A en el
plano a. Decimos que « es el plano polar de A. Reciprocamente, la polaridad transforma
« en el punto A, al que llamamos, igual que en el caso plano, polo de «. Igualmente, si
B € a, su plano polar, 3, pasa por A. Decimos que A y B son puntos conjugados y que «
y (3 son planos conjugados. En este caso, las propiedades de una polaridad nos aseguran
que la recta AB estd contenida en cualquiera de los planos polares de los puntos de la
interseccion aN B. Dos rectas relacionadas de esta forma decimos que son rectas polares
la una de la otra. También decimos que dos rectas son conjugadas si alguna de ellas
interseca la recta polar de la otra. Las definiciones de puntos y planos autoconjugados
son andlogas al caso plano. Finalmente, decimos que una recta es autoconjugada si tiene
interseccion no vacia con su recta polar y autopolar si ambas coinciden.

En un plano a que no sea autoconjugado, los planos polares y las rectas polares de
los puntos y rectas contenidos en « respectivamente, intersecan dicho plano en rectas y
puntos de acuerdo con una polaridad plana. Diremos que es la polaridad inducida por la
polaridad en el espacio. De forma similar, se induce una involucién en toda recta que no
sea autoconjugada ni autopolar [Coxeter, 1957].

3.3.2. Clasificacién de polaridades en P}

Sea BC'D un tridngulo autopolar para la polaridad inducida en el plano polar de un
punto A no autoconjugado. Entonces decimos que el tetraedro ABCD es un tetraedro
autopolar. En éste, dos vértices o dos caras cualquiera son conjugados y dos aristas opues-
tas son rectas polares. Como hicimos en la seccién anterior, estos ingredientes permiten
caracterizar y clasificar las polaridades en el espacio IP’%. Las demostraciones utilizan
argumentos similares a los empleados en el caso bidimensional (ver [Coxeter, 1957]).

Proposicién 3.9 (Caracterizacién). Toda correlacion que transforma cada vértice de
un tetraedro en la cara opuesta, es un polaridad.

Del mismo modo que un tridangulo divide el plano en cuatro regiones, un tetraedro
produce una particién del espacio proyectivo en ocho regiones [Coxeter, 1957]. La forma
de particularizar una de dichas regiones en el espacio, no es méas que una generalizacion
del caso plano, observando que un quinto plano w en posicion general pasa por siete de
las ocho regiones. Nos referiremos a la region restante con el simbolo ABC'D/w. Se tiene:

Proposicion 3.10. Dada una polaridad en IP’%, sea w un plano que mo pase por Ninguno
de los vértices de un tetraedro autopolar ABCD, y P su polo. Entonces, la polaridad
admite puntos autoconjugados excepto en el caso en que P pertenece a ABCD /w.

Cuando P pertenece a ABCD /w, la involucién de puntos conjugados inducida en cada
una de las aristas del tetraedro es eliptica; no existen puntos, rectas ni planos autocon-
jugados y tampoco hay rectas autopolares [Coxeter, 1957]. En este caso decimos que la
polaridad es uniforme o eliptica.
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En caso contrario y si se tiene en cuenta, como ahora veremos, que las regiones res-
tantes se agrupan en dos clases, existen dos posibilidades dependiendo de la posiciéon de
P. Para determinar a que clase nos referimos, observamos que el tetraedro ABCD corta
el plano w en un cuadrilatero. Esto divide el resto del plano en siete regiones, que no son
mas que las secciones de las siete regiones del espacio. Una forma de visualizar esto en el
espacio ordinario E, es considerando que una de las caras del tetraedro es el plano del
infinito y que las tres restantes son los planos que definen una referencia ortonormal. De
esta forma, las ocho regiones corresponden a los ocho octantes en que queda dividido el
espacio euclideo. Asi es més sencillo ver la forma en que un quinto plano corta los planos
de dicha referencia en un triangulo, cuya interseccién con el plano del infinito nos da un
cuadrilatero.

De estas siete regiones planas, algunas estan limitadas por tres aristas y otras lo estan
por cuatro. Dependiendo entonces de a que region pertenezca P, tres o cuatro de las seis
aristas del tetraedro contendran involuciones hiperbdlicas de puntos conjugados, mien-
tras que en el resto de aristas se inducen involuciones elipticas [Coxeter, 1957]. Poniendo
el nimero de involuciones elipticas primero, podemos referirnos a las polaridades vistas
hasta el momento como de tipo (6,0), (3,3) y (2,4) aunque todavia no podemos distinguir
los dos 1ltimos casos.

Figura 3.13: Regionamiento de un plano por las caras de un tetraedro autopolar. La
numeracién par e impar corresponde a regiones limitadas por cuatro y tres caras respec-
tivamente.

Puesto que las polaridades inducidas en las caras del tetraedro ABCD han de ser,
como vimos en la seccién anterior, de tipo (3,0) o (1,2), la distribucién de involuciones
elipticas e hiperbdlicas ha de ser como se indica en la Figura 3.14.

La siguiente proposicién caracteriza las polaridades de tipo (3,3) y (2,4):

Proposicion 3.11. Sea ¢ una polaridad que contenga, al menos, un punto autoconjugado
y otro que no lo sea. Entonces se trata de una polaridad de tipo (2,4) o de tipo (3,3) segin
contenga o no una recta autopolar, respectivamente.
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Figura 3.14: Tres de las cuatro polaridades en el espacio clasificadas segin las involuciones
inducidas en las aristas de un tetraedro autopolar.

Demostracién. Consideremos una polaridad de tipo (2,4) y sean [ y I’ un par de aristas
opuestas conteniendo involuciones hiperbdlicas con puntos invariantes A, B y A’, B’
respectivamene. Puesto que [ y I’ son rectas polares, los planos polares de los puntos
autoconjugados A y A’ son
a=Al y o =Al
Por tanto, la recta polar de AA" es
AN Al = AA,

con lo que una polaridad de tipo (2,4) admite rectas autopolares. Y reciprocamente, si
una polaridad admite una recta autopolar y un punto autoconjugado, entonces ha de
ser de tipo (2,4) respecto de cualquier tetraedro autopolar. Dado que todo plano no
autoconjugado contiene un punto autoconjugado (donde corta la recta autopolar), la
polaridad inducida en este plano es necesariamente hiperbdlica. Por tanto, la polaridad
inducida en toda cara de un tetraedro autopolar es de tipo (1,2), con lo que el tetraedro
ha de ser de tipo (2,4). De este modo, una polaridad de tipo (2,4) no puede ser una de
tipo (3,3). O

En el espacio no existen las restricciones que habia en IP%& en cuanto a la existencia de
puntos autoconjugados (Proposiciones 3.1 y 3.2) de modo que, volviendo a la clasificacién
general de polaridades, atin hemos de considerar la posibilidad en que todo punto (y todo
plano) sea autoconjugado. Puesto que en este caso no existen tetraedros autopolares, se
conviene denotar este tipo de polaridades por el simbolo (0,0) y nos referiremos a ella como
polaridad vacia o sistema vacio. En este caso, se dice que el conjunto de rectas autopolares
es un complejo lineal. La existencia de este tipo de polaridades queda establecida por el
siguiente teorema cuya demostracién se puede consultar en [Coxeter, 1957].

Teorema 3.1. Toda correlacion que transforma los vértices de un pentdgono completo
L ABCDE en sus respectivos planos EAB, ABC, BCD, CDE, DEA es una polaridad

vacia.

! Configuracién de cinco puntos en posicién general de manera que nunca cuatro de ellos son coplanares,
asi como los (g) planos que generan y las (g) rectas generadas a partir de la interseccién de dichos planos.
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El siguiente cuadro muestra la clasificacién de polaridades en el espacio proyectivo
real atendiendo a la existencia de los puntos (planos) autoconjugados:

Lugar geométrico
Polaridad de los puntos Simbolo
autoconjugados
FEliptica o Uniforme @ (6,0)
Hiperbdlica Cuddrica no reglada (3,3)
Hiperbdlica Cuddrica reglada (2,4)
Vacia P (0,0)

Cuadro 3.1: Polaridades en IP’%.

3.3.3. Definicién alternativa de cuadrica proyectiva

Segun von Staudt, dada una polaridad en ]P’% y andlogamente a como se hizo con las
conicas en IP)]%, se puede definir una cuddrica proyectiva de cualquiera de las dos formas
siguientes, presentandola como:

i) El lugar geométrico de los puntos autoconjugados (cuddrica puntual).
ii) La envolvente geométrica de los planos autoconjugados (cuddrica tangencial).

Noétese que una cuddrica proyectiva es también una figura autodual. En el caso de pola-
ridades de tipo (2,4) se trata de una cuddrica reglada, mientras que las de tipo (3,3)
corresponden a cuadricas ovaladas o no regladas. Los puntos autoconjugados estdn sobre
la cuédrica y sus planos polares corresponden a los planos tangentes a dicha cuéddrica. Las
rectas autoconjugadas se corresponden con las rectas tangentes y, en el caso de polaridades
de tipo (2,4), las rectas autopolares son los generadores de la cuddrica reglada (ver la
Tabla 3.1).
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3.4. Tratamiento analitico de las polaridades

3.4.1. Dualidad desde el punto de vista analitico

Consideremos Py el espacio proyectivo real de dimensién n. Recordemos que, analitica-
mente, Pg se define como el espacio proyectivo asociado a un R-espacio vectorial Eﬁ“
de dimensién n + 1 (n > —1) y estd formado por el conjunto de subespacios vectoria-
les de dimensién 1. También se dice que Py es el proyectivizado de Eﬁ“ y se escribe
PR = P(Eﬁ“) = [E]EH]. Por definicién, su dimensién es n. Recordemos ademés, que un
punto en [Py estd representado por un vector no nulo v € Eﬁ“ y es denotado por P = [v].
Este vector es tnico salvo multiplicar por un escalar A # 0, es decir que P = [v] = [\v],
con A # 0, v € Eﬁ“ — {0}. Las variedades lineales de P} no son més que los proyec-
tivizados de subespacios vectoriales no nulos de Eﬁ“. Por ejemplo, una recta en Py es
P(F), siendo F' C Ef™! un subespacio de dimensién 2.

Por otra parte, se define el espacio proyectivo dual de P} como (PR)Y = IP’((E]EH)V),
donde (Eﬁ“)v indica el espacio vectorial dual de Eﬁ“, esto es, el conjunto de aplica-
ciones lineales w :Eﬁ+1 — R. En este caso, un punto en (Pf)Y estd representado por
una forma lineal no nula w. Dada w € (Egt!)Y y v € Eg*!, diremos que son incidentes
si w(v) = 0.

Usando P§ y (Pg)Y v a partir de las relaciones existentes entre Eﬁ“ y (Eﬁ“)v, es
posible modelizar de forma analitica el fenémeno de la dualidad en un espacio proyectivo.
Para ello seran necesarias algunas definiciones y resultados previos, la demostracién de
los cuales el lector podra encontrar en [Xambdé, 1997].

Dado un subespacio vectorial F' C EH%'H, escribimos F* C (E]EH)V para denotar el
subespacio incidente con F, es decir, el subespacio de (Eﬁ“)v formado por los elementos
w € (Eﬁ“)v tales que son incidentes con todos los vectores de F. Se cumple que

dimg (F*) = dimg(Eg™") — dimg(F).

Andlogamente, si W es un subespacio vectorial de (EH%'H)V, escribimos W* C Eﬁ“ para
designar el subespacio incidente con W, esto es, el formado por los vectores v € Eﬁ“
que verifican w(v) = 0 Yw € W. También se tiene que

dimg(W*) = dimg (Eg™) — dimg(W).
Es posible ver, ademas, que se verifican las propiedades siguientes:

F=F* VFCE,
W =W vWC (EgthY.
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Finalmente, si denotamos por E(Eﬁ“) el conjunto de subespacios vectoriales de Eﬁ“,
se tiene:

Teorema 3.2. La aplicacion L(ER™) = L((ERT)VY), F+— F*, es una biyeccion, y su
inversa es la aplicacion tal que W — W*. Ademds, la aplicacion x verifica las siguientes
propiedades:

1. Fy C F; siy solo si Fiy C FY.
2. (Fl—i-Fg)*:Fl*mF;
3. (FlﬂFg)*:Ff—l—FQ*

En particular, si restringimos la biyeccion * al conjunto Ek+1(E§H) de los subespacios

vectoriales de dimension k + 1, obtenemos la biyeccion Ly1(Ep™) —— Lo (ERTH)Y)
donde, andlogamente, L, _((Ef™)Y) indica el conjunto de subespacios vectoriales de
dimension n — k de (Eg™)Y.

Teniendo en cuenta las definiciones de P} y (Pg)Y y las propiedades de la aplicacién ,
es posible crear una correspondencia entre variedades lineales de Py y variedades lineales
de (Pg)". Efectivamente, si A C (P})Y, entonces ha de ser A = [IW] con W un subespacio
vectorial de (Ef™!)Y. Denotaremos A* = [W*] C PR y diremos que A* es el eje, o el
soporte, de A. Del mismo modo, si L C PE, con L = [F], diremos que L* = [F*] C (PE)Y
es la estrella de L. Se puede comprobar que si dim(L) = k, entonces dim(L*) =n—k—1
y andlogamente, si dim(A) = K/, se verifica que dim(A*) =n — k' — 1.

Denotemos por S y §Y el conjunto de variedades lineales de P§ y (PR)Y respectiva-
mente. Entonces, la aplicacién biyectiva * entre Eﬁ“ y (Eﬁ“)v y su inversa, inducen
aplicaciones § — SV (L — L*) y 8Y — S (A — A*), entre los conjuntos de variedades
lineales S C P y S¥ C (PR)Y. Es mds, si denotamos por S, C S el conjunto de varie-
dades lineales de dimensién k de P y S/ C §Y de forma andloga, entonces obtenemos
aplicaciones S — S , | v 8 — Sn_i7—1. De hecho, estas aplicaciones no son més
que la restriccién de las que se inducen entre S y SV. De todo lo anterior se deduce el
siguiente

Teorema 3.3 (de dualidad). Las aplicaciones A — A* y L — L* entre los conjuntos
S y SV son biyectivas e inversas la una de la otra. Ademds, verifican las siquientes
propiedades:

1. Ly € Ly siy solo si Ly C L.
2. (Ll \/Lg)* :LTHLS
3. (LlﬂLg)* :LT\/LE

En particular, las aplicaciones Sy — S, 1y S/ — Sp—k—1 son biyectivas una de la
otra.
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Notemos que, por el teorema de dualidad, podemos identificar los puntos de (Pg)Y, que
forman el subconjunto S de SV, con los hiperplanos de P que forman el subconjunto
Sp—1 de S. De hecho, si w € (Ef™)Y es no nula, [w]* = [w*] es el hiperplano represen-
tado por el espacio w* de los vectores de Eﬁ“ incidentes con w. Por tanto, de ahora en
adelante, identificaremos los puntos de (PE)Y con los hiperplanos de Pg.

Por otra parte, con la identificacién anterior, las variedades lineales de (PR)Y se pue-
den interpretar como conjuntos de hiperplanos de Pg. En este sentido, diremos que un
conjunto de hiperplanos de Py es un haz de hiperplanos si este conjunto forma una varie-
dad lineal del espacio proyectivo (PR)Y. En otras palabras, hablaremos de las variedades
lineales de (PR)Y como haces de hiperplanos de Pj. Notemos que, por el teorema de
dualidad, todo haz de hiperplanos (variedad lineal de (P)Y) es de la forma L*, donde L
es una variedad lineal de Pg. La siguiente proposicién nos proporciona una descripcién
del conjunto de hiperplanos que corresponde a la variedad lineal L* en términos de la
variedad lineal L y de PPg.

Proposicion 3.12. El haz de hiperplanos L* estd formado precisamente por los hiper-
planos que contienen la variedad lineal L.

Por ejemplo, los hiperplanos de (PR)Y son los haces de la forma P*, donde P es un punto
de PR. Otro ejemplo lo constituyen las variedades lineales del plano proyectivo real IF’]%{,
en el que vemos que las rectas se identifican con los puntos de (}P’I%g)v y que los puntos
de ]P’% se identifican con las rectas de (]P’]%)V, haciendo corresponder al punto P, el haz
P* formado por el conjunto de las rectas incidentes con P. Finalmente, en el caso de IP’%,
los puntos de (P3)" son los planos de P3, las rectas de (P3)Y se pueden identificar con
las rectas de IP’% (si L es una recta de IP’%, la recta de (P%)v que le corresponde es L*, la
radiacion de planos de eje L, de manera que L es, como recta de ]P)%, el conjunto de sus
puntos y, como recta de (IF’%)V, el conjunto de los planos que la contienen). Por ltimo,
los planos de (IF’%)V se identifican con los puntos de IP’%, haciendo corresponder al punto
P el plano P* de eje P, o dicho de otra forma, el haz de planos que pasan por P.

Finalmente y para acabar de tener todos los ingredientes necesarios, consideremos
R = [Po,...,P,; U] una referencia proyectiva en Pg. La referencia proyectiva dual de
la referencia R, RY = [Fy,..., PY;U"], se define como la referencia asociada a la base
dual de una base adaptada a R. En otras palabras, si {eg,...,e,} es una base de Eﬁ“
adaptada a R (Py = [eg),.-, Pn = [en] YU = [eo + ... +en]) v {€°...,¢"} es la
correspondiente base dual (es decir, e/ € (Egt!)V es la forma lineal tal que €/ (e;) = 1 si
i =j, ¢ (e;) = 0sii#j), entonces, Py = [e/] y UY = [eY + ...+ €"]. Con esto tenemos:

Proposicion 3.13. Un hiperplano de ecuacion upég + . .. + upné&y = 0 respecto de la re-
ferencia R tiene coordenadas proyectivas (uo, . .., uy) respecto de la referencia dual RV .
Reciprocamente, si (ug,...,uy) son coordenadas proyectivas de un hiperplano respecto de
la referencia R, entonces el hiperplano tiene ecuacion upéo + . .. +uné&n = 0 respecto de
la referencia R.
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3.4.2. Correlaciones y polaridades

Con los resultados previos, podemos ya abordar la descripcion analitica de correlaciones
y polaridades. En efecto, desde el punto de vista analitico, una correlacion proyectiva en
PE no es més que una proyectividad C : P — (PR)Y y por tanto esta se puede expresar
de la siguiente forma:

Ug o
Slepa (3.1)
Un fn

donde A(,41)x(n+1) €8 una matriz no singular determinada salvo un escalar p # 0,
(&0,&1, - -+, &n) son coordenadas de puntos de Py y (ug, u1, . .., uy) coordenadas de puntos
de (PR)Y. Ahora bien, la identificacién anterior entre puntos de (Pg)Y e hiperplanos de
P}, nos permite interpretar las coordenadas (ug,u1,...,u,) como los coeficientes de un
hiperplano en Pp.

Determinemos ahora aquellos puntos de Py que son incidentes con su hiperplano

imagen por la correlacién C. En efecto, si (o, ...,&,) son las coordenadas de un punto
P ¢ PR, usando la identificacién existente, podemos decir que su hiperplano imagen hp
tiene coordenadas (uo, ..., u,). La condicién para que sean incidentes es
€o
&1
(uo UL ... un) . =0,
&n

es decir, usando (3.1) y teniendo en cuenta que p # 0,

o
&1

(€05 -+, En) AT = 0. (3.2)

én
La ecuacion anterior, que puede expresarse de la forma

Z Aii&i& =0,

ij=1

representa la condicion necesaria y suficiente para que el punto P de coordenadas proyec-
tivas (&,...,&,) pertenezca a su propio hiperplano imagen. Si esta condicién se verifica
para todo punto de Py, entonces decimos que la correlacién es un sistema vacio o nulo.
Se puede comprobar (ver [Schreier y Sperner, 1961]) que para que esto ocurra, la matriz
A ha de ser una matriz antisimétrica. Ademds, este tipo de correlaciones sélo se da en
espacios proyectivos de dimensién impar. La razon es sencilla, puesto que si la dimensién
es par, entonces A es una matriz cuadrada de la forma Az, 41)x(2n+1) con n € N.
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Asimismo, dado que ademds es antisimétrica, se ha de verificar:
det(A) = det(—A") = (=1)*"T1 . det(A) = —det(A),
con lo que se deduce que det(A) = 0, en contradiccién con que A era no singular.

Consideremos ahora un hiperplano h de P} cuyas coordenadas en (PR)Y segin la
identificacién mencionada son (v, . .., v, ). Si buscamos la imagen por la correlacién C, de
cada uno de los puntos de dicho hiperplano, obtenemos un conjunto de puntos en (Pg)Y
que constituyen un hiperplano de este segundo espacio. Sabemos que este hiperplano
de (PR)Y se interpreta en PE como el punto Qp, que no es mas que el eje del haz de
hiperplanos correspondientes a cada uno de los puntos del hiperplano de (PE)Y, imagen
de los puntos de h. Diremos que @y, es la imagen de h por la correlacion C. Para determinar
las coordenadas de ), consideremos la ecuacién del hiperplano en Pg:

€o
&
( Vo V1 ... Up ) .
&n
Cada uno de los puntos de este hiperplano se transforma en un punto de (Pg)Y segin la

ecuacién (3.1). Expresemos ahora las coordenadas de cada uno de los puntos originales
en funcién de las coordenadas de sus imagenes respectivas, esto es:

€o g
. p :
én Un,
Por tanto, se verifica
U
1 U
—(vo V1 vn)A_l . =0
p
Unp,
Interpretando nuevamente las coordenadas (ug, ..., u,) de los puntos imagen como hi-

perplanos de Py, la expresién anterior representa la ecuaciéon que verifica cada uno de los
hiperplanos del haz de hiperplanos, cuyo eje es el punto Q. Por tanto, las coordenadas
de @5, no son mas que los coeficientes de la expresiéon anterior, esto es:

&0 v
&1 1 vy
— 2. (AL

: p (AY)
gn Un



o1

En resumen, si los puntos de Py se transforman segin la ecuacién

g €o €o
Uy &1 &1
: =p- 4 : =[4]- S
Un, n n
entonces, la imagen de un hiperplano se determina segin

o vo )
& 1 vy v1
= A =[(4)71]-
: p

Como ya dijimos en la Seccién 3.1.2, si un punto P se transforma en el hiperplano p’
y, a su vez, p’ se transforma en el punto P”, en general, P y P” son diferentes. Deciamos
también que la transformacién es una correlacién involutiva o polaridad cuando ambos
puntos coinciden. Por tanto, la condicién que ha de cumplir la matriz A para que la
correlacion C sea una polaridad es que para cualquier punto P € Py se verifique

c(c(p)) =P, (3.3)
0, equivalentemente, que para todo hiperplano h se cumpla
C(C(h)) = h.

Dado que en cualquier caso llegaremos a la misma conclusiéon, nos centraremos en la
Condicién (3.3), dada para los puntos. Si & = (&,&1,...,&,) son las coordenadas de un
punto P cualquiera, dicha condicién se expresa

c(Cc() =c([Ale) = [(A) - Ag =¢,
es decir,
(A7 A =[1] = [4] = [4T],
pero esto udltimo significa que
A=X-A" XN#0. (3.4)

Ahora bien, esta ultima igualdad sigue siendo cierta si reemplazamos cada matriz por su
transpuesta
At =) A,

y sustituyendo A en (3.4) se obtiene
A=)\ A4,

con lo que A sélo puede tomar los valores A = +1. Por tanto, obtenemos correlaciones
involutivas si y solo si A = —A* 0 A = A'. Con el primer caso ya hemos tratado, se
trata de las correlaciones que son sistemas vacios y que incluiremos dentro de las polari-
dades por ser involutivas. En el caso de que A = A’ hablaremos de polaridades ordinarias.
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Antes de ver como se traducen las consideraciones anteriores al tratar con el caso
concreto de IP’]%Q y P2, estudiemos como expresar de forma mds compacta las ecuaciones
de una polaridad ordinaria. Veamos en primer lugar qué significa que dos puntos sean
conjugados desde el punto de vista analitico. Sean P y () dos puntos de Pg de coor-
denadas proyectivas (£o,...,&n) v (Mo, - -, Nn), respectivamente. La condicién para que
sean conjugados es que P esté en el hiperplano polar hg de @) respecto a la polaridad
considerada. Puesto que hg; = Z?:o a;;n;, la condicién de incidencia entre Py hq, esto

es,
n

> hqi&i =0,
i=0

se escribe de la siguiente forma,

Zzaijnjfi =0. (3.5)

i=0 j=0

Hemos de observar que es posible obtener una expresién andloga para el caso de hi-
perplanos. Un caso particularmente interesante es cuando la Condicién (3.5) se verifica
para los puntos de una referencia proyectiva. Por ejemplo, si P y () tienen coordenadas
(0,1,0,0,...,0) y (0,0,1,0,...,0) respectivamente, entonces la Condicién (3.5) implica
que az3 = 0. En general, el simplex de referencia es autopolar si se cumple que a;; = 0
para todo i y para todo j con i # j. De esta forma, escogiendo cualquier simplex autopo-
lar como simplex de referencia, es posible representar una polaridad ordinaria mediante
una matriz con la forma A = diag(ago, a1, - - -, ann), [[1g ais # 0.

3.4.3. Polaridades ordinarias en P y P}

En el caso de IP’]%{ y eligiendo como tridngulo de referencia un tridngulo autopolar, hemos
visto que la ecuacién de la polaridad queda reducida a la forma:

up = aooéo
u = anéi (3.6)
up = axné,

con agpaiiaze # 0. Podemos suponer ademas, sin pérdida de generalidad, que a1 y ag2
son positivos. En caso contrario, siempre podemos cambiar el nombre de las variables y/o
multiplicar los coeficientes de A por una constante no nula (que puede ser negativa). Por
otra parte, con un cambio de referencia que preserva el tridngulo de referencia y cambia
el punto unidad, es posible reducir las ecuaciones anteriores a la forma candnica:

ug = %&£
Uy = §1 (3.7)
uz = &.

Entonces, un punto P de coordenadas (&p, &1,&2) es autoconjugado si se verifica que

upéo + u1&1 + u2éy = 0,



53

donde (ugp,u1,u2) son la coordenadas de su recta polar. Por (3.7), esto significa que la
condicion para que P sea autoconjugado en el sistema de referencia mencionado, es que
sus coordenadas verifiquen una de las dos condiciones siguientes:

+6 + &+ &5 =0.

Notemos que cuando escogemos el signo positivo, no hay puntos autoconjugados, con lo
cual A = diag(1,1,1) es la forma candnica de la matriz de una polaridad eliptica. El otro
caso, esto es, cuando A = diag(—1,1,1) se corresponde con la matriz de una polaridad
hiperbdlica. En este caso notemos que el lugar geométrico de los puntos autoconjugados
tiene ecuacién:
&+ =&,

es decir, se trata de la forma canénica de una cénica de P (recordemos que en P% sélo
existe esta conica, puesto que la distincién habitual entre parabola, hipérbola y elipse se
hace en el espacio afin y euclideo).

En IP’% y para el caso de polaridades ordinarias, un razonamiento andlogo al anterior
nos permite escribir las ecuaciones de una polaridad en el espacio de la siguiente forma:

up = agoéo

up = anéi (3.9)
ug = a2 '
uz = azsés.

Por tanto, una polaridad es de tipo (6,0) o eliptica si todos los {a;i}i=0,12,3 tienen el
mismo signo, puesto que en este caso no existen puntos autoconjugados, es decir, puntos
cuyas coordenadas (&, &1, &2, &3) verifican:

ap0&d + a11& + aés + azsés = 0.

Es posible ver ademaés que la condicién necesaria y suficiente para la existencia de rectas
autopolares es que se verifique m? = agoai1azass, m # 0, que sélo se satisface cuando dos
de los coeficientes anteriores difieren en signo de los otros dos. De esta forma y realizando
un cambio de referencia adecuado es posible obtener las ecuaciones candénicas de una
polaridad ordinaria hiperbdlica en el espacio, esto es;

u = —&o

up = £&

vy = & (3.9)
uzg = &3.

La eleccién del signo positivo da lugar a una polaridad de tipo (3,3), mientras que con el
signo negativo se obtiene la ecuacién canénica de una polaridad de tipo (2,4) puesto que
estas eran las que permitian la existencia de rectas autopolares. Notemos ademas que las
figuras geométricas que forman los puntos autoconjugados tienen ecuaciones

—GEE+E+8=0,

es decir, se trata de una cuadrica ovalada o reglada dependiendo de si se elige el signo
positivo o el negativo, respectivamente.
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3.5. Comportamiento afin de las polaridades

Aunque, como hemos visto, el espacio natural para tratar las polaridades sea el espacio
proyectivo, en esta seccién realizamos algunas consideraciones acerca del comportamiento
de estas transformaciones en los correspondientes espacios afin Ay y euclideo E™.

En primer lugar, recordemos que E" se puede obtener a partir de Py eliminando un hi-
perplano cualquiera, al que nos referiremos como hiperplano del infinito y a continuacién
introduciendo una métrica. De hecho, geométricamente, una métrica se obtiene al escoger
una polaridad eliptica en este hiperplano eliminado [Coxeter, 1993]. Asi, una polaridad
en E™ no es mas que lo que queda de una polaridad en P, después de haber eliminado
un hiperplano. Debido a esto, tanto en un espacio afin como en un espacio euclideo se
pierde la biyectividad de una polaridad. Esto supone, entre otras cosas, que posiblemente
un punto, a saber, el polo del hiperplano eliminado (si no es un punto del infinito) y
una infinidad de hiperplanos, carecen de imagen. Asimismo, en cuanto a la métrica se
refiere, se pueden producir efectos similares a la inversién respecto de una circunferencia
[Xambo, 1997]. De hecho, en [Coxeter y Greitzer, 1983] se definen las polaridades en P%
usando los conceptos de perpendicularidad y de inversion respecto de una circunferencia.

En segundo lugar, veamos qué conjuntos de puntos e hiperplanos son transformados
en hiperplanos y puntos del infinito al aplicarles una polaridad. Se detallan los casos posi-
bles para polaridades en el plano por ser faciles de ilustrar graficamente. Un razonamiento
analogo al seguido puede ser aplicado para deducir el comportamiento en el caso espacial.

Dada una polaridad, todas las rectas del plano euclideo que son polares de los puntos
de la recta del infinito 7 carecen de imagen propia. Estas rectas forman un haz con
interseccion en el polo R de ro. Si dicho polo es un punto propio, estas rectas forman un
haz propio de rectas concurrentes en dicho punto. En caso contrario, R (respectivamente
Too) €8 autoconjugado y las rectas polares de los puntos del infinito forman un haz im-
propio de rectas paralelas.

En el caso de polaridades hiperbdlicas, recordemos que éstas podian tratarse a partir
de las conicas proyectivas. Por tanto, el efecto que se observa en una polaridad de este
tipo al tratarse desde un punto de vista afin o euclideo tiene relacion con lo que le ocurre
a una coénica proyectiva cuando es tratada desde una perspectiva euclidea. En lo sucesivo
supondremos que las cénicas euclideas estan referidas a una referencia euclidea de modo
que se expresan en su forma candnica.

Cuando la cénica proyectiva no corta a ro, sabemos que la cénica euclidea es una elipse
y se comprueba que su centro es el polo de ro, [Xambd, 1997]. Por tanto, las rectas que
pasan por el centro son las rectas polares de los puntos de r.. De esta forma parece 16gico
que rectas cercanas al centro de la elipse tengan su polo muy alejado de éste, puesto que,
en teoria, éste deberia ser “cercano” a la recta del infinito. Concretamente, esto se traduce
en un efecto de inversion. Por ejemplo, si estamos tratando con la polaridad dada por
una circunferencia de radio r, una recta a distancia d del centro de la circunferencia, se
transforma en un punto a distancia % de dicho centro y viceversa.
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Cuando la cénica proyectiva es tangente a 7o, sabemos que la cénica euclidea es una
parabola. En este caso la recta del infinito es autoconjugada, de modo que su polo R
también es un punto impropio. Las rectas cuyos polos son los restantes puntos impropios
constituyen un haz de rectas paralelas al eje x si tenemos en cuenta que la parabola
estd en la forma canénica y? = 2px, donde p es el pardmetro focal de la misma.

Finalmente, cuando ro, es secante a la cénica proyectiva, la conica euclidea es una
hipérbola, v 7o la corta en dos puntos: Py v (Qso. En este caso, habra dos rectas, las
rectas polares de P, y de QQso, que no tendran imagen propia por la polaridad. Sabemos
ademas, por ser la conica el lugar geométrico de los puntos autoconjugados, que estas
rectas son las tangentes a dicha cénica (hipérbola, vista en E2?) en los puntos Pso ¥ Qoo,
respectivamente. Usando nociones basicas de geometria algebraica, es sencillo encontrar
dichas rectas en la referencia proyectiva en la que 7 tiene ecuacién {Z = 0}, asociada a
la referencia afin o euclidea en la que la correspondiente cénica afin (hipérbola) esta en la

- 2 2 .
forma canénica - — % = 1. Se puede comprobar que dichas rectas se corresponden, en

[E2, con las asintotas de la hipérbola, de ecuaciones y = gx yy= —%x, respectivamente.
De esta discusion y de las propiedades de una polaridad se concluye también que el centro
O, interseccién de las asintotas de la hipérbola, es el polo de ro. Esto, a su vez, nos dice
que las rectas polares de los puntos de ro, son justamente las rectas que pasan por O. De
este modo se vuelve a producir un efecto de inversién andlogo al descrito para el caso de

cémicas C en las que 7o, N C = 0 (elipses en E2).
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Punto del infinito
i £ del eje v’ ; Yn

Polo de 1y

Plano Pardabola

Afin

.

Rectas polares de los
puntos de 15

Figura 3.15: Diferentes patologias al considerar la polaridades hiperbdlicas desde un
punto de vista euclideo atendiendo a su estudio a través de la cénica asociada y de la
recta del infinito.






Capitulo 4

Curvas y superficies polares

Los conceptos de dualidad y polaridad introducidos en el capitulo anterior llevaban im-
plicita la definicién de configuraciones duales y polares de variedades lineales proyectivas.
De hecho, resultaba ser que éstas volvian a ser variedades lineales, duales y polares de las
primeras.

El presente capitulo persigue dos objetivos basicos. En primer lugar, extender la defi-
nicién de figura dual a curvas y superficies de orden superior; en segundo lugar, introducir
las técnicas necesarias para llevar a cabo el cdlculo explicito de estas curvas y superficies
duales. Para ello serd necesaria la eleccién de un tipo concreto de transformaciones y en
nuestro caso, como el lector podra adivinar, las transformaciones usadas seran las pola-
ridades.

Por otra parte y si no se dice lo contrario, consideraremos que nuestro entorno de
trabajo serd el plano euclideo E2, para el caso de curvas, y el espacio euclideo E? para el
caso de superficies, con la métrica habitual dada por una base ortonormal. No obstante,
como es usual, a menudo los indentificaremos con R? y R3. Por la eleccién de este entorno
de trabajo, las observaciones hechas en la Seccién 3.5 nos serdan de gran utilidad en la
utilizacién de dichas polaridades.

4.1. Calculo de envolventes

La herramienta principal para el calculo explicito de curvas y superficies polares es el
célculo de envolventes. En esta seccion se exponen brevemente algunos de los resulta-
dos esenciales referentes a este tema. En todos ellos usaremos una descripcién implicita,
tanto de las curvas como de las superficies tratadas. En la bibliografia el lector podra en-
contrar resultados andlogos que usan una descripciéon paramétrica de éstas. Para una
exposicién més extensa sobre la teoria de envolventes, puede consultarse [Rutter, 2000],
[Kiseliov y col., 1979], [Boltianski, 1977], [Cox y col., 1992], [Bruce y Giblin, 1984] ¥y
[EncMat, 1994].
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4.1.1.

Envolventes de familias de curvas

A continuacién se presenta, de forma grafica, qué se entiende por envolvente geométrica
de una familia de curvas planas reales.

=

i /)’%/I
h\ pf
0 i
. .
1 i

Figura 4.1: Pardbola como envolvente de una familia de rectas.

La Figura 4.1 muestra una familia infinita de rectas. Observemos que éstas parecen con-
centrarse a lo largo de cierta curva. Esta curva aparente donde se amontonan todas las
rectas se denomina envolvente geométrica de la familia de rectas. Podemos apreciar que
en cada uno de sus puntos, dicha curva parece ser tangente a alguna de las rectas de la
familia. En la siguiente figura se muestran algunos ejemplos mas de familias de curvas y

sus correspondientes envolventes geométricas. Notemos que dicha envolvente puede estar
formada por varias curvas y también puede no estar definida.

\ 4

5\

==k

Figura 4.2: Envolventes de familias de curvas; (a) No existe la envolvente. (b) Envolvente

formada por dos curvas (rectas). (¢) Envolvente de una familia de curvas algebraicas con
singularidades, esto es, puntos donde no existe la recta tangente.
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Antes de proporcionar una definicion de envolvente geométrica, se presenta el concepto
de familia de curvas en R2.

Definicién. Dado («, 3) C R, consideremos la aplicacién de clase C*>

F:R*x(a,3) — R
(@, y,A) — F(z,y,A).

Fijado un valor de la variable A = Ay € (a, ), la ecuacién Fy,(z,y) = 0, donde
Fy,(z,y) = F(x,y, ), define implicitamente una curva C), en el plano R?. Nos refe-
riremos al conjunto {C)} Ae(a,8) como la familia de curvas planas reales definidas implici-
tamente por F. En esta definicién, A actiia como un parametro que indica la curva de la
familia en la que nos estamos fijando.

Habitualmente consideraremos que la aplicacién F' es polindémica en las variables = e y,
con lo cual hablaremos de familias de curvas algebraicas planas reales. Por otra parte,
generalmente también supondremos que VA € («, (3) fijo se verifica

W(%?/N + |8—y(x’y)| #0,

en todo punto P = (x,%) € R? de Cy, excepto en un niimero finito de ellos. De esta forma
y en virtud del teorema da la funcién implicita, también podremos hablar de familias de
curvas diferenciables a trozos. Notemos que en el caso de familias de curvas algebraicas, la
propiedad anterior se verifica excepto en los puntos singulares de cada una da las curvas
de la familia.

Definicién. Sea {C)}x¢c(q,p) una familia de curvas planas reales tales que VA € (a, 3),
la curva C), tiene definida la recta tangente en todos sus puntos excepto en un ntmero
finito de ellos. Llamamos envolvente geométrica estdndar de dicha familia, a la curva o
conjunto de curvas E que verifica las siguientes condiciones:

1. Todo punto de la curva E pertenece a alguna de las curvas de la familia {Cy } xe(q,3)-

2. En todo punto P de E para el cual esté definida la recta tangente a E en P,
se cumple que TpE = TpC), donde A € («, 3) verifica la propiedad anterior, de
manera que P € {ENC\}.

Notemos que cabe la posibilidad de que E = (), en cuyo caso decimos que la familia de
curvas carece de envolvente geométrica estdandar (ver Figura 4.2 ).

La definiciéon anterior es intuitiva aunque simple si pretendemos recoger en ella todas
las patologias que aparecen al intentar determinar esta “curva aparente” que define
una familia de curvas arbitrarias. De hecho, existen otras definiciones de envolvente
de una familia de curvas que proporcionan lugares geométricos diferentes [Rutter, 2000,
Bruce y Giblin, 1984, Boltianski, 1977]. Pese a todo, teniendo en cuenta nuestros propdsi-
tos, tiene sentido considerar esta definicién.
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Finalmente, con objeto de recoger en nuestra definiciéon el mayor nimero de casos y en
particular, el tratamiento de familias de rectas, también incluiremos en dicha definicién
el caso concreto de un conjunto de rectas concurrentes en un punto. En este y sélo en
este caso, diremos que el punto comun a todas la rectas es la envolvente geométrica de la
familia de rectas. Ademads, esto permitira un tratamiento consistente cuando describamos
el proceso a seguir para obtener la curva dual a una dada.

Se plantea ahora encontrar una descripcién, ya sea implicita o paramétrica, de la
envolvente geométrica. Los siguientes resultados, cuya justificaciéon podemos encontrar en
[Bruce y Giblin, 1984, Boltianski, 1977, EncMat, 1994], permiten obtener la envolvente
de una familia de curvas algebraicas planas reales, o como minimo, determinar un conjunto
de puntos entre los cuales se encuentra.

Proposicién 4.1. Sea {Cx}xg(a,p) la familia de curvas algebraicas planas reales definidas
por la ecuacion
F(z,y,A) =0, con F\ € R[z,y|.

Entonces, si E # (), todo punto P de coordenadas (z,y) € R? de la envolvente E verifica
el siguiente sistema de ecuaciones para algin X € («, 3):

F(l‘,y,)\) = 0
{(?d_i‘(xvyv)‘) = 0. (4-1)

El conjunto de puntos solucién del sistema anterior es conocido como discriminante o cur-
va discriminante. Por tanto, la proposicién anterior afirma que la envolvente geométrica
de una familia de curvas algebraicas estd contenida en la curva discriminante.

Ejemplo 1. Sea {C)}\cr la familia de circunferencias de radio unidad centradas en el
eje de abscisas cuya ecuacién viene dada por

F(maya)‘):(x_)\)2+y2_1:0, A eR.

La curva discriminante se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones

{ (z—A)2+y? -1
—2(x — A)

0
0.

En este caso, la solucién es sencilla pues de la segunda ecuacion se tiene que x = A, con
lo que la ecuacién implicita de la curva discriminante es 4> = 1. Por tanto, ésta consta de
las rectas {y = 1, y = —1} y coincide con la envolvente geométrica tal y como se muestra
graficamente en la Figura 4.2. Ademads, es posible obtener una descripcién paramétrica
de ambas rectas usando el parametro A\ de la familia

ar(A) = (A1),
as(N) = (A1)

Ejemplo 2. Consideremos la familia de rectas dadas por la ecuacion

Flz,y,\) =Xz +y—-X=0, MeR.
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La curva discriminante estd formada por los puntos solucién de

A +y—A = 0
x—3)\2 = 0.

Por tanto \ = :l:\/g, y sustituyendo en F'(z,y, \) = 0 obtenemos

X X
4+,/2 (z == —0.
3(fv 3)+y

Se trata de la “parte positiva” (y > 0) y la “parte negativa” (y < 0) de la pardbola
semictbica. Para obtener una expresion algebraica sélo hemos de manipular y elevar al
cuadrado la expresién anterior para obtener

423 — 27y = 0.

Aunque en algunos casos, como en los ejemplos anteriores, el sistema (4.1) sirve para
determinar exactamente todos los puntos de la envolvente geométrica F, en general exis-
ten otros puntos que también pueden satisfacer dicho sistema.

Ejemplo 3. La curva discriminante de la familia de cubicas cuspidales dadas por
F(z,y, ) = Ay +N)?—23=0

esta determinada por
AMy+A)2—23 = 0
{ (y+A)?+2My+A) = 0,
es decir,
AMy+MN)2—23 = 0
{ (y+AN(y+3x) = 0.
y

Sustituyendo los valores de A = —y y de A = —% en F(x,y,\) = 0 obtenemos que dicha
curva discriminante est4 formada por {z3 = 0, v/4y + 3z = 0}. Notemos en la Figura 4.2
que la recta triple 2% = 0 es el lugar geométrico de las ciispides de las ciibicas de la familia
y que la curva v/4y + 3z = 0 es la envolvente geométrica estandar buscada. Utilizando el

parametro A, podemos encontrar una descripcién paramétrica de las mismas

a1(A) = (0,A),
as(\) = (V44X —3)\) (envolvente geométrica estandar).

La siguiente proposicién proporciona condiciones necesarias y suficientes para la determi-
nacién de la envolvente geométrica estandar (ver [EncMat, 1994], tomo 8, pg 109-110).

Proposicién 4.2. Sea {C)}ac(a,p) la familia de curvas algebraicas planas reales definidas
por la ecuacion

F(z,y,\) =0, con Fy e R[z,y],

de manera que YA € («,3), Cx no tiene puntos singulares. Si E # 0, la condicidn
necesaria y suficiente que verifican los puntos de la envolvente E es

O2F Ly, L,y N
5 (T, Y, A) #0, ¥ Y 0, 4.2
oxz (N7 T (2,9, S (x,y, M) 7 (42

ademds de la condicion (4.1).
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4.1.2. Envolventes de familias biparamétricas de superficies

En este punto, el lector puede ya imaginar que la envolvente geométrica de una familia
biparamétrica de superficies no es mas que la extension del mismo concepto visto ante-
riormente para familias de curvas; se trata de una superficie tal que en cada uno de sus
puntos es tangente a alguna de las superficies de la familia.

Definicién. Dados (a, 3) C R, (v,6) C R y la aplicacién de clase C*°

F:R3¥x(o,3) x(7,6) — R
(T, y,2,A 1) — F(z,y,2,A p),

y fijados dos valores para las variables A = A\g € (o, ) y ¢ = po € (7,9), la ecuacién
Fyopuo(x,y,2) = 0, donde Fy, ,(x,y,2) = F(x,y,2, X, po), define implicitamente una
superficie Sy, ,, en R3. Nos referiremos al conjunto {9 Mt () e(a,B)x (+,8) como la familia
biparamétrica de superficies reales definidas implicitamente por F. Andlogamente al caso
de curvas, A y p actian como pardametros que indican la superficie de la familia en la que
nos estamos fijando.

Definicién. Sea {S) .} (\ p)e(a,8)x (v,6) Una familia de superficies reales tales que V(A, 1) €
(a, 3) x (7,9), la superficie Sy, tiene definido el plano tangente en todos sus puntos
excepto en un numero finito de ellos. Llamamos envolvente geométrica estandar de la
familia de superficies a la superficie o conjunto de superficies E que verifican las siguientes
condiciones:

1. Todo punto P de coordenadas (u,v) de la superficie E pertenece a alguna de las
superficies de la familia {S) .} p)e(a.8)x(v,0)s (M) = (AMu,v), p(u,v)). Ademds,
supondremos que en ningun valor de (u,v) dentro del espacio de pardmetros de la
envolvente E existe una funcién ¢ € C! tal que A(u,v) = ¢(pu(u,v)).

2. En todo punto P de E para el cual esté definido el plano tangente a E en P, se
cumple que TpE = TpS) ,, donde (A p) € (a,B) x (7,9) verifica la propiedad
anterior, de manera que P € {ENS) ,}.

Si E = (), decimos que la familia de superficies carece de envolvente geométrica estdndar.
Igual que en el caso de curvas, incluiremos dentro de la definicién el caso de una familia de
planos concurrentes en un punto y diremos que dicho punto es la envolvente geométrica de
la familia de planos. Nuevamente estd convenciéon nos permitira realizar un tratamiento
consistente cuando tratemos de obtener la superficie polar de una superficie dada.

El célculo de envolventes geométricas en el caso de familias de superficies algebraicas
reales se basa en las siguientes proposiciones, andlogas a las Proposiciones 4.1 y 4.2 de la
seccién anterior (ver [EncMat, 1994]).
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Proposicién 4.3. Sea {S) .} () u)e(a,8)x(v,6) la familia biparamétrica de superficies alge-
braicas reales definidas por la ecuacion

F(z,y,z,\,u) =0, con F\, € R[z,y,z,

de manera que V(A p) € (o, ) x (7,9), Sxpu no tiene puntos singulares, es decir, se

verifica
oF, Ap

| ox
Entonces, si E # (), todo punto P = (x,y,2) € R? de la envolvente E estd incluida en la
superficie discriminante determinada por el sistema de ecuaciones

OF OF
(0,9 2)° + = 2y 2) P o4 |22y 2) 2 40

F(z,y,z,\,p) = 0
Gz, y,2,\p) = 0 (4.3)
(l"y7zuA7l’L) = 0

S

w

Proposicion 4.4. La condicion para que la superficie discriminante y la envolvente
geométrica coincidan es que en todo punto de la primera, se verifiqguen las siguientes
condiciones adicionales:

2 2
Sy, 2 A1) (.2, ) 40
2 2 )
S @y, 2 A 1) G (@, 2, )
Ly, zhm) Gy p) e,y 20 p)
2F 2F 2F
%W(l'ayazv)\vﬂ) %(1‘7%27)\”@ %(‘ﬁayaz’)\n&) 750
F F F
gu@z(x’y’ 2 )\7 ,LL) Bauay(‘,r7yvz’>\7u) 88/1182(1:’ Y, Z,)\, ,[L)

Figura 4.3: Envolvente geométrica de una familia de esferas.
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4.2. Calculo efectivo de curvas y superficies polares

Ya vimos que una propiedad muy importante y exclusiva de los espacios proyectivos era
la dualidad existente en el comportamiento de puntos e hiperplanos. Esta especie de “si-
metria”, que otorga el mismo grado de importancia a dichos elementos, nos sugiere la
posibilidad de considerar definiciones de curvas y superficies alternativas a las habitua-
les. Asi, en Geometria Diferencial Proyectiva, una superficie se puede considerar como
una familia biparamétrica de puntos y, ademads, como la envolvente de una familia bi-
paramétrica de planos [EncMat, 1994]. Por otra parte y como ya dijimos, generalmente
usaremos descripciones paramétricas y mas concretamente polinémicas, de los trozos de
curvas y superficies a tratar. Por tanto, con esta perspectiva y tal como se apunta en
[EncMat, 1994], empezamos con las siguientes definiciones.

Definicién. Sea C una curva diferenciable en IP’]%Q, definida como lugar geométrico de los
puntos que la forman y sea p una polarldad arbitraria. Llamamos curva dual o curva
polarde C por p y la notaremos por C" ala curva envolvente de la familia de rectas ob-
tenidas al transformar por p cada uno de los puntos de C realizando las identificaciones
usuales entre P% y (P%)Y segiin indicamos en la Seccién 3.4.

Definicién. Sea S una superficie diferenciable en ]P’%, definida como lugar geométrico de
los puntos que la forman y sea p una polaridad arbitraria. Llamamos superficie dual o
superficie polar de S por p y la notaremos por S ala superficie envolvente de la familia
de planos obtenidos al transformar por p cada uno de los puntos de S y considerando
nuevamente las identificaciones oportunas entre P y (P3)V.

Hemos de senalar que muchas de las caracteristicas de o y S son independientes
de la transformacioén p escogida. Por ejemplo, si C es una curva algebraica de grado d en
IP’]%Q, el grado de C" es siempre el mismo, sea cual sea la eleccién de p. Este es un ejemplo
que muestra como al realizar determinados estudios que involucran el concepto de figura
dual, no importa la obtencién de una curva o superficie dual concreta. Esto es asi en el
presente trabajo, si bien, aunque en este sentido sea irrelevante la transformacién elegida,
si que habremos de tener en cuenta otros aspectos como el coste computacional al usar
una u otra transformacién o el comportamiento de las imégenes de los puntos (fenémenos
de inversién que distorsionan y hacen intratables los aspectos métricos) si pretendemos
tratarlos en R? y R3 respectivamente. En otras palabras, puesto que nos proponemos res-
tringir la definicién anterior a los espacios afines (euclideos) R? y R3, donde la dualidad
no existe de forma natural, es conveniente elegir una transformacion adecuada a la curva
o superficie para que el calculo de su correspondiente dual sea “lo mas euclidea posible”,
es decir, que permita soslayar las distorsiones métricas a las que hacia referencia antes.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, se tiene la siguiente;
Definicién. Sea C una curva diferenciable en R? y C en IP’]%g su correspondiente extension

proyectiva. La curva dual de C es C* = c'n R?, que también podemos obtener como
envolvente geométrica de las rectas (propias) imagen de los puntos de C' por p.



65

La diferencia al tratar con C o con C a la hora de definir la curva dual es que usando
C C R? perdemos algunos puntos (puntos impropios). No obstante, en el caso en que
C sea una curva algebraica real, es posible demostrar que el nimero de puntos que se
pierden al tratar una curva desde un punto de vista afin o euclideo es finito.

Definicién. Sea S una superficie diferenciable en R? y .S C ]P’% su extension proyectiva.
Entonces, la superficie dual de S es S* = S NR3 o la superficie envolvente de la familia de
planos (propios) que se obtiene a considerar las imagenes de los puntos de S C R3 C IP’%

por p.

Nuevamente hemos de tener en cuenta que prescindimos de los puntos de S N 7y, donde
Too hace referencia al plano del infinito de R3.

En general, no siempre tiene sentido buscar la envolvente geométrica de una familia
de curvas o superficies, ya sea porque esta no existe o porque no sea posible obtener una
descripcién de la misma. Sin embargo, la particularidad del caso que nos ocupa, en el
que tratamos inicamente con familias de rectas o de planos, nos permitaréd, como ahora
veremos, obtener dicha envolvente en la mayor parte de los casos tratados.

4.2.1. Ca&lculo de curvas polares en R?

Esta seccién versa sobre el célculo de curvas duales en R? segiin la definicién dada ante-
riormente. Para ello y con objeto de usar las polaridades que, como ya se ha dicho, tienen
su habitat natural en el plano proyectivo, serd necesario utilizar las relaciones que dicho
espacio mantiene con R2.

Por tanto, sea C' una curva en el plano R? y a una parametrizacién de clase C' de ésta,
a:(a,b)CR — R?
o alt) = (@(t),y(t)).

Consideremos p una polaridad con matriz asociada QQ3x3. Recordemos que @) era una
matriz simétrica y no singular. Notemos también la conveniencia de elegir una polaridad
adecuada a la curva en el sentido comentado anteriormente ya que esto permitird obtener
resultados de facil manipulacién en R?. En ]P’I%Q, la parametrizacion anterior nos propor-
ciona los puntos (propios) de coordenadas (x(t),y(t),1), t € (a,b) C R. Trabajando ahora
en el plano proyectivo, la familia de rectas que se obtiene al transformar por p cada uno
de los puntos de la curva C' pensada en IP’]% viene dada implicitamente por la siguiente
expresion,

en la cual, (¢,7,() son las coordenadas en IP’%% y donde t actiia como parametro de la
familia. Hemos de observar que en este punto estamos haciendo uso de la identificacion
entre P4 y (P%)Y comentada en la Seccién 3.4.1. Operando se obtiene

(quz(t) + q2y(t) + q13) &+ (q12z(t) + q22y(t) + q23) 0+ (32(t) + q23y(t) + g33) ¢ =0,
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es decir, el resultado es una ecuacion implicita, lineal en las variables £, n y ¢ de la forma

At)E+ B(t)n+ C(t)¢ = 0.
La correspondiente familia de rectas afines (euclideas) en R? viene dada por la expresién

At)z+ B(t)y+C(t) =0,
donde z = % vy = g La linealidad de la variables que comentdbamos nos permitird usar
de forma sencilla los resultados referentes al cdlculo de envolventes para obtener una pa-
rametrizacién de la curva polar respecto de p usando el mismo parametro ¢ que utilizamos
para describir las rectas de la familia. En efecto, sélo hemos de eliminar el pardmetro ¢
del sistema de ecuaciones

{A(t)x+5(t)y+6j(t) = 0
At)z+B(t)y+C(t) = 0.

Usando la regla de Cramer es facil realizar dicha eliminacién para obtener la parametri-
zacion buscada

J(t)=C(1)B(t)

3(t)—B(t)A(t)

() —ABC(1)

3(t)—B(t)A(t) ’

definida para todo t € (a,b) tal que A(t)B(t) — B(t)A(t) # 0. Ademds, puesto que para
cualquier valor de t la curva I'; es una recta y por tanto una curva algebraica sin puntos
singulares, hemos de esperar que, en general, obtengamos una parametrizacién local de
la envolvente geométrica, es decir, de la curva dual (polar) buscada.

~|=~ ==

4.2.2. Cdlculo la superficies polares en R?

Teniendo en cuenta las mismas consideraciones que en la seccién anterior, sea « una
parametrizacién de clase C'de una superficie afin S del espacio R?
. 2 3
a:UCR® — R
(u,v) —  a(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),
donde U C R? es un subconjunto abierto. Asimismo, sea p una polaridad con matriz

asociada (Q4x4. Notemos que, a diferencia del caso plano, en este caso la matriz () puede
ser una matriz simétrica o antisimétrica y evidentemente no degenerada.

Por otra parte, si consideramos la imagen de la parametrizacién anterior incluida en IP’%
entonces tenemos

a:UCR?> — R?

(u,v) — a(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v),1).
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En este caso la familia biparamétrica de planos que se obtiene al transformar por p cada
uno de los puntos de la superficie S, viene dada implicitamente por

§

((u,v), y(u,v), 2(u,v), 1) Q Z

donde (§,n,(,v) son la coordenadas proyectivas en ]P’]:f{ y u y v actian como pardmetros
de la familia. Operando se obtiene un resultado anédlogo al caso plano, esto es:
A(u,v) € + B(u,v)n + C(u,v) ( + D(u,v) v = 0.
La correspondiente familia de superficies afines (euclideas) en R? se expresa como
A(u,v) z + B(u,v)y + C(u,v) z + D(u,v) =0,

donde x =
superficies, sabemos que ésta verifica el siguiente sistema de ecuaciones

%, y==>yz= % Usando entonces el calculo de envolventes para familias de

A(u,v)z + B(u,v) y + C(u,v) 2 + D(u,v) =0
94 (y,v) x4+ 2B (u,v)y + L (u,v) z 4+ 2L (u,v) = 0
g_ﬁ( ) g_}é( )y g_g( ) g_%)( ) -
“(u,v) x + Go(u,v)y + 55 (w,v) 2 + Fpr(u,v) = 0
Utilizando nuevamente la regla de Cramer, obtenemos la siguiente parametrizacion;
—D(u,v) B(u,v) C(u,v)
z(u,v) = % —Dy(u,v) By(u,v) Cy(u,v)
—Dy(u,v) By(u,v) Cy(u,v)
A(u,v) —D(u,v) C(u,v)
y(u,v) = x| Au(u,v) —Dy(u,v) Cylu,v) (4.4)
Av(ua U) _Dv(u7v) Cv(ua U)
A(u,v) B(u,v) —D(u,v)
z(u,v) = % AU(U,U) Bu(uv U) _Du(ua U)
L Ay(u,v) By(u,v) —Dy(u,v)
donde
A(u,v) B(u,v) C(u,v)
A= Au(u,v) Bu(uvv) Cu(u7v)
Ay(u,v) By(u,v) Cy(u,v)

ha de ser no nulo.

Puesto que la familia de superficies considerada es una familia de planos (en principio
en posicién general), en general la parametrizacién anterior coincide justamente con una
parametrizacién de la envolvente geométrica de dicha familia, es decir, de la superficie
dual (polar) buscada.
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Ejemplo. Consideremos una porcién de la parte superior de la esfera unidad parametri-
zada de la siguiente forma

a(u,v) = (u,v,V/1—u2—v?), (u,v) €U,

donde U = {(u,v) € R?| wu? +v? < (3/4)?}. Sea p la polaridad asociada al paraboloide
() de ecuacién proyectiva

X2 y?
— 4+ ——-2ZW =0
4 + 9 ’
cuya matriz proyectiva es
1
i (1) 0 0
0 s 0 0
— 9
Aq 00 0 -1
00 -1 0

Sabemos que los coeficientes de la familia biparamétrica de planos vienen dados por

u v

(’LL,U, 1_u2_v271)AQ:(Za§a_

1,—V1—u?—2),

es decir, la ecuacién implicita de la familia de planos, parametrizada por v y v es

et Zy—z—V1—uw2—v2=0.

4 9

Una parametrizacién de la superficie discriminante que contiene la envolvente geométrica
de dicha familia se encuentra resolviendo el sistema de ecuaciones:

dr4+gy—z—vVi—u2—0v? = 0

4 V1—u2—12
Yy + v = 0
9 V1—u2—v2 )
cuya solucion es;
—4u —9v —1

ap(u,v) = ( ), (u,v)e€U.

VI—w2 =02 V1w =02 V1—u2 =%
De hecho, esta superficie no es mas que un trozo del hiperboloide de dos hojas, de ecuacion
afin

81
Exz + 81y% — 8122 = —81.

Ademsds, se comprueba que efectivamente coincide con la envolvente geométrica de la
familia de planos.



Capitulo 5

Curvas y superficies de Bézier

En este capitulo se aplican los resultados obtenidos en los Capitulos 3 y 4 para calcular
las polares de curvas y superficies de Bézier. Descritas en forma paramétrica, se trata
de un tipo de curvas y superficies especialmente adecuadas para el diseno geométrico de
formas curvilineas y superficiales. De hecho, histéricamente, las curvas de Bézier en su
versién polindmica aparecen en un informe interno de la compania Citroén realizado por
P. De Casteljau a finales de los afios 50, donde se expone su tratamiento matemético con
la intencion de utilizarlas para el modelado de carrocerias de vehiculos.

Para estudiar esta importante clase de curvas y superficies, empezaremos introducien-
do los polinomios de Bernstein, herramienta indispensable para su tratamiento.

5.1. Polinomios de Bernstein

Los polinomios de Bernstein aparecieron originalmente en la aproximacién de funciones
continuas f(z) en un cierto intervalo [a,b] € R. Dados n + 1 valores de f(z) equiespa-
ciados en [a, b], la aproximacién de Bernstein de orden n, B,,[f(z)] de f(x) esta definida
en términos de la base de polinomios de Bernstein de orden n, {bZ(a:)}k:(]’l’m,n. Ademas,
la sucesién de aproximaciones obtenida converge uniformemente a la funcién f(x) en el
dominio [a, b] estudiado.

Definicién. La base de polinomios de Bernstein de grado n en el intervalo [a,b] viene
dada por la expresién

n>(b_t)nk(t_a)k k=0.1.....n

o = () =i

donde los coeficientes binomiales son

n\ ﬁ'—kﬁ st 0<k<n,
k) ] 0 en otro caso.

Sin embargo, nosotros nos ceniremos, si no se indica lo contrario, al intervalo [0, 1], con
lo cual la base de polinomios de Bernstein de grado n se expresa de forma mas sencilla
como:

69
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n

bR(t) = <k>tk(1 —t)"*  k=0,1,...,n

Antes de pasar a explorar la importancia que tienen los polinomios de Bernstein en
el estudio de las curvas y superficies de Bézier, veamos algunas de sus propiedades mas
interesantes. El lector puede consultar [Farin, 1997, Piegl y Tiller, 1997, Goldman, 1995]
para una exposicién mas completa.

1. Recursividad. Se verifica
bp(t) = (L—t) by () +tbp 1 (t),  telo,1],

con

2. No negatividad.

3. Particion de la unidad.

D bpt) =1, Vte[o,1].
k=0

n

4. Valores extremos.
(0) = b3(1) = 1

5. Simetria. Se verifica que para cualquier n, el conjunto de polinomios {b}(t)} es

simétrico respecto de t = 3, es decir b (t) =b"_, (1 —t), t € [0,1].

5.2. Curvas de Bézier

Definicién. Una curva de Bézier de grado n en E? es una curva que admite una repre-
sentacion paramétrica de la forma

acpn(t) = Pibi(t), tel01], (5.1)
1=0

donde {b}(t)}i=0,1,....n €s la base de polinomios de Bernstein de grado n en la variable ¢ y
{P;}i=0,1,....n son las coordenadas de n + 1 puntos del espacio E? en una cierta referencia.
Los puntos anteriores se denominan puntos de control o puntos de Bézier y el poligono
P que determinan, poligono de control o poligono de Bézier de la curva CB".
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El principal algoritmo utilizado en la manipulacién de polinomios de Bernstein es el
algoritmo de De Casteljau [Farin, 1997, Piegl y Tiller, 1997] que permite evaluar polino-
mios expresados en dicha base, jugando un papel andlogo al que realiza el algoritmo de
Horner en la evaluacién de polinomios expresados en la base de potencias. El algoritmo
es el siguiente:

Entrada. S ={P,Ps,...,P,}, n puntos del plano y to € [0,1].
Salida. Fwvaluacion del polinomio en el parametreo t = tg.

Se considera la recurrencia siguiente:
by (to) = (1 — )b (to) + tbi1 1 (to), r=1,..,n, i=0,..n—r

donde b)(ty) = P;. Entonces, bi(to) es el punto de la curva de Bézier de
pardmetro t = tg.

Figura 5.1: Algoritmo de De Casteljau.

Algunas de las propiedades mas interesantes de este tipo de curvas son las siguientes

1. Manipulacion y robustez. El algoritmo de De Casteljou nos permite calcular
acpn(ty), to € [0,1], en una curva de Bézier de grado n, usando la descripcién
anterior mediante polinomios de Bernstein y de forma sencilla. Aunque dicha eva-
luacién es menos eficiente que la homoéloga cuando la base de polinomios usada es la
de potencias, esto es, usando el algoritmo de Horner, el algoritmo de De Casteljau
es menos propenso a errores de redondeo [Farin, 1997]. Ademds, la expresién en
forma de Bézier es mucho més intuitiva geométricamente puesto que los puntos de
control nos permiten gobernar la geometria de la curva muy facilmente (ver Figu-
ra 5.2), haciendo esta representacién especialmente apta para el diseio geométrico
de formas.

2. Invariancia por transformaciones de semejanza en el plano euclideo. Esta
importante propiedad nos permite usar los siguientes procedimientos asegurando
el mismo resultado en ambos; (1) primero, calcular el punto acpn(ty) y después
aplicar una de estas transformaciones; (2) primero, aplicar dicha transformacion al
poligono de control y después evaluar el poligono transformado en el valor t = ¢y
del parametro de la curva. Un ejemplo practico de la utilidad de esta propiedad es
el siguiente; supongamos que queremos visualizar una curva de Bézier ctibica, C B3,
evaludandola en 100 puntos que guardamos en una tabla. Imaginemos que ahora
queremos dibujar la curva después de aplicarle una rotacién. Podemos coger los 100
puntos previamente calculados y aplicarles la rotacién o, por el contrario, podemos
aplicar la rotacién a los 4 puntos de control y después evaluar 100 veces en los
parametros adecuados para visualizarla. Mientras en el primer método se requieren
100 aplicaciones de la rotacion, en el segundo sélo son necesarias 4.
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3. Invariancia por tranformaciones paramétricas afines. El algoritmo de De
Casteljau funciona igual en cualgier intervalo [a,b] y no sélo en [0, 1]. Por tanto,
ninguna transformacion afin del espacio de parametros afectara el resultado final.
Algebraicamente, esta propiedad se expresa del siguiente modo:

P () =Y P b (), te0,1], b,
> P = PG =) e0.1], wela

donde t : [a,b] — [0,1] (u > t(u) = ¥=2).

4. Propiedad de la envolvente convexa. Como consecuencia de la no negatividad
de los polinomios de Bernstein en el intervalo [0, 1], esta propiedad establece que
para t € [0,1], acpn(t) pertenece a la envolvente convexa del poligono de control
de la curva.

5. Poligono de control. El poligono de control constituye una aproximacion de la
curva de Bézier.

6. Propiedad de interpolacién en los puntos frontera. Las propiedades 3. y 4.
de la Seccién 5.1 permiten demostrar facilmente que una curva de Bézier pasa por
sus puntos de control extremos. Es decir acpn(0) = Py y acpn(1) = P,,. De hecho,
cuando se disena, los puntos extremos de una curva son de enorme importancia y
por tanto es esencial tener un control directo sobre ellos.

Para una descripcion mas detallada y completa de las propiedades y aplicaciones de las
curvas de Bézier, el lector puede consultar [Farin, 1997, Piegl y Tiller, 1997].

Ejemplo 1. En la Figura 5.2 se muestran ejemplos de curvas de Bézier de grado 3 (n = 3).
Estas vienen dadas por la expresion siguiente, donde la tUnica diferencia es la eleccion de
los puntos de control:

acps(t) =P (1 —t)> + Py 3t(1 —t)2 + Py 3t2(1 — t) + P53 t3.
Observemos que:
1. El poligono de control aproxima la forma de las curvas.
2. acps(0) =Py acps(1) = Ps.
3. Las direcciones tangentes en Py y P3 son paralelas a P; — Py y P3s — Ps.

4. Las curvas estan contenidas en la envolvente convexa de sus correspondientes poli-
gonos de control.

Si bien la utilizacion de polinomios ofrece muchas ventajas, existen curvas y superficies
que no admiten representaciones paramétricas polinémicas. Este es el caso de gran parte
de las conicas y cuadricas. No obstante, se puede extender la definicion anterior a una
familia méds amplia de parametrizaciones, las parametrizaciones racionales sin perder las
buenas propiedades que otorga el uso de una expresién basada en polinomios de Bernstein.
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Figura 5.2: Ejemplos de curvas de Bézier de grado 3. (a) Po (0,0), P (5 4), P, =
(10,-1), P3 = (18,3). (b) Py = (0,0), P, = (3,7), P» = (5,6), P (8,0). (c)
Py = (0,0), P, = (2,6), P, = (4,2), P3 = (3,2). (d) Po = (0,0), P1 (2,4), Py, =

(4,1), P3 = (5,5).

Definicién. Una curva de Bézier racional de grado n en E? es una curva cuya descripcion
paramétrica es del siguiente tipo

> iowi Pi b} ()
acprr(t) = sz? wi b (D)
=0 "t Yq

€ [0,1], w; €R, (5.2)

donde, como antes, {b}'(t)}i=0.1,...n es la base de polinomios de Bernstein de grado n en
la variable ¢, {P;}i=0.1,..n son las coordenadas de n + 1 puntos del espacio E? en una
cierta referencia y w; son escalares denominados pesos. Normalmente supondremos que
w; > 0 para todo 7 € {0,...,n}, lo cual asegura que W (t) = > ,w; bl*(t) > 0 para todo
t €[0,1].

Notemos que si todos los pesos valen uno, obtenemos una curva de Bézier no racional
pues el denominador de la expresién es idénticamente uno, en virtud de la Propiedad 3
de los polinomios de Bernstein. En cualquier caso, siempre podemos escribir

acBre(t) = Z P;ri(t)
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donde
w;b' (1)

PETAON

con propiedades parecidas a las de los polinomios de Bernstein, entre las que podemos
destacar la no negatividad, la propiedad de particion de la unidad o el valor en los extre-
mos, esto es, 7(0) = r]1(1) =1 [Piegl y Tiller, 1997]. Ademas esto, nuevamente da lugar
a propiedades analogas a las de las curvas de Bézier no racionales; propiedad de la envol-
vente convexa, invariancia respecto de transformaciones del plano euclideo (homotecias,
rotaciones,...), interpolacién en los puntos extremos, etc.

rit(t) =

Ejemplo 2. Consideremos la curva cuya parametrizacién viene dada por

1—t2 1—¢2

oft) = (), yM) = p 15

), telo,1].

La imagen en E? es un cuadrante de la circunferencia unidad, tal y como se muestra en
la Figura 5.3. Se puede comprobar que su expresion en forma de Bézier viene dada por

N ®) Pobi(t) + P1b2(t) + 2Py b3(t)
2 p—
cpt ba(t) + 02(t) + 2b3(t)

con Pp=(1,0),P; =(1,1), P =(0,1), wo =1, w1 =1y wy = 2.

Figura 5.3: Primer cuadrante de la circunferencia de radio unidad.
Finalmente, no podemos acabar sin comentar la relacion existente entre estas curvas y

sus correspondientes curvas proyectivas. En efecto, podemos expresar (5.2) en el espacio
proyectivo IE"]%g asociado a A? (E? respectivamente) del siguiente modo:

n
ECBRn(t) = szFz b?(t), t e [0, 1], w; € R,

donde P; = (z;,y;, 1) denota las coordenadas proyectivas del punto de coordenadas afines
P; = (z;,y;). En componentes, la expresién es la siguiente:

acpre(t Zwl ;b Zwl yi b Zwl bl (t te0,1], w; €R.
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Recordemos brevemente la relaciéon que usamos entre IF’%& y el espacio afin usado; sabemos
que si eliminamos una recta del plano proyectivo real, el resultado es un espacio afin.
La recta eliminada es, en ]P’]%, una recta indistingible del resto de rectas, pero en el
espacio afin que obtenemos nos solemos referir a ella como la recta del infinito. Dicha
recta estd formada por todos aquellos puntos que son las intersecciones “en el infinito”
de diferentes familias de rectas paralelas. Para poder trabajar teniendo en cuenta la
estrecha relacién entre IP)]% y todos los posibles espacios afines que podemos asociarle, es
habitual considerar sélo algunos de estos. En general, la manipulacién de esta relacion
se hace via la relacién existente entre referencias afines y proyectivas [Xambd, 1997].
Asi pues, si se trabaja en el espacio afin con coordenadas (x,y) en un determinado sistema
de referencia, entonces podemos tratar cada elemento proyectivamente considerando las
coordenadas proyectivas (X, Y, Z) en el sistema de referencia proyectivo asociado, donde
las coordenadas afines y proyectivas estan relacionadas segin las siguientes expresiones:

X Y

~z VT

En esta referencia proyectiva, la recta del infinito queda descrita por la ecuacién {Z = 0}.
Por otra parte, si ahora quisieramos trabajar nuevamente de forma afin, solo tendriamos
que considerar las relaciones anteriores, el habitual “dividir por Z”, para volver a encon-
trarnos con una expresién afin. Nos solemos referir a este espacio como el espacio afin
{Z = 0}. Sin embargo, es posible trabajar en otros espacios afines diferentes. Los mas
comunes son el espacio afin {X = 0} y el {Y = 0}, de definicién andloga al {Z = 0}.

5.3. Superficies de Bézier

Definicién. Una superficie de Bézier de grado n x m en E? es una superficie, en general
con frontera, que admite una representacion paramétrica de la forma

agprom (u,0) = Y Y Py bt (w)bi(v),  (u,v) € [0,1]?, (5.3)

i=0 j=0

donde {bg(x)}k:071,...,7, es la base de polinomios de Bernstein de grado r en la variable
2y {Pij}ico1. .. son las coordenadas de (n + 1)(m + 1) puntos del espacio E* en una
§=0,1

,,,,, m

cierta referencia. Nuevamente diremos que los puntos anteriores son los puntos de control
o puntos de Bézier de la superficie. Llamaremos poliedro de control a la aproximacion
formada por los puntos de control y las caras que determinan.

Como sucedia con las curvas de Bézier, las propiedades de las superficies descritas en
forma de Bézier las hacen més adecuadas para el modelado geométrico que el uso de una
descripcién basada en la base de potencias. Nuevamente se tienen propiedades andlogas
a las vistas para curvas:

1. No negatividad de la base de polinomios.

b (u)bi(v) >0, Vi, j (u,v)€0,1]%
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2. Particién de la unidad.
n

S Wb w) =1, Y(u,v)€[0,1]%

i=0 j=0

3. Algoritmo de De Casteljau. Se puede extender el algoritmo de De Casteljau
para evaluar la parametrizacion con las mismas propiedades de robustez que en el
caso de curvas de Bézier.

4. Propiedad de la envolvente convexa. agpnxm(u,v) estd contenida en la en-
volvente convexa de sus puntos de control. Esta propiedad permite, por ejemplo,
resolver problemas de colisién entre formas modeladas mediante parches de Bézier
como pueden ser los brazos de un robot.

5. Poliedro de control. La red de control constituye una aproximacién a la superficie
de Bézier.

6. Interpolacion en los puntos extremos. La superficie interpola los cuatro puntos
de control que corresponden a los valores de los pardmetros (0,0), (1,0), (0,1) y
(1,1).

Finalmente y por los mismos motivos que aducimos para las curvas, también se conside-
ran las parametrizaciones racionales para describir superficies:

Definicién. Una superficie de Bézier racional de grado n x m en E? es una superficie,
posiblemente con frontera, cuya descripcion paramétrica es del siguiente tipo:

N (w,0) = Do 2o Wi P b (w) b (v)
SR ’ D im0 Do wig b (w) b (v)

(u,v) € [0,1]?, (5.4)

con las mismas notaciones que para superficies no racionales y donde, como en el caso de
curvas, {w;;} 1., son escalares estrictamente positivos llamados pesos.

§=0,1,...'m
El haber asumido que w;; > 0 para todo i y j, nos asegura la extensién de las propiedades
vistas antes para superficies no racionales. Ademads, notemos nuevamente que si w;; = 1,
obtenemos una superficie de Bézier no racional.

Son también véalidos comentarios analogos acerca de la relacién entre JP’% y todos los
posibles espacios afines que podemos asociarle al eliminar un plano que, desde un punto
de vista afin, llamamos plano del infinito. Asi, en este caso lo habitual es trabajar con el
espacio afin {/W = 0} que mantiene una relacién idéntica que el espacio afin {Z = 0} en el
caso plano. Las expresiones que ligan coordenadas afines y proyectivas son las siguientes:

X Y Z
T = V= P=
Usandolas, es posible expresar 5.4 en IP% como:
n o m
Qgppnxm (u,v) = Z Zwijﬁij by (u) b (v), (u,v) € [0,1]* w; € R, (5.5)

i=0 j=0
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donde ?ij = (24, Yij, 7ij, 1) denota las coordenadas proyectivas del punto de coordenadas
afines P;; = (x5, Yij, 2ij). Veamos la expresién en componentes:

ESBRnXm(u, U) =

(Z wij i bi' (u) 0% (v), Z wi; yij bi (u) b3 (v),

0<i<n 0<i<n
0<j<m 0<j<m
D wizg b ) O (v), Y wi b (u) b (v)).
0<i<n 0<i<n
0<jsm 0<jsm

5.4. Polar de una curva de Bézier

Consideremos una curva de Bézier racional en ]P%& de grado n, descrita paramétricamente
por:

acpre(t) = > wPibj(t), tel01].

Supondremos que todos los puntos de control son puntos propios respecto del espacio
afin {Z = 0}, de manera que en las correspondientes coordenadas proyectivas pueden
expresarse como P; = (x;,1;,1). De este modo, todos los puntos descritos por la parame-
trizacién son puntos propios respecto al espacio afin R? asociado, habiutalmente, a IP’%{.
Recordemos que la parametrizacion era la siguiente:

OCBRn (t) = (X(t)7 Y(t>v W(t)) =

= Z w;T; b Z w;y; b Z w; b (t t €[0,1].

La correspondiente curva en el espacio afin {Z = 0} viene dada por

TAL ’LUZPl b?t
copm(t) — =i O b e0,1, Pi= (o),

> o wi b} (1) ’

cuyas comp onentes son

I
—
8
—~
~
~
<
—~
~
~—
~—
—~

‘\_/
~—

|

QCBR™ (t)

), t€10,1].

Notemos que las condiciones impuestas a la parametrizacién nos permiten tratar el enfo-
que afin sin tener que molestarnos por elementos impropios, es decir, puntos en el infinito.

Como se ha visto en la Seccion 4.2.1, el cdlculo de una parametrizacion de la correspon-
diente curva polar requiere conocer las expresiones de A(t), B(t), C(t), A(t), B(t) y C(t),
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donde
Alt) = quz(t)+qay(t) + g,
B(t) = q22(t) + q2y(t) + gs2,
Ct) = qz(t)+qsy(t)+ gss,

siendo @ = (¢;;) la matriz de la polaridad escogida.

Las primeras tres expresiones son sencillas pues no son méas que combinaciones lineales a
coeficientes reales de las componentes afines de la curva. Por linealidad se obtiene

Yoo wilqir i + 21 yi + q31) b (¢)

Alt) = 7 = :
> im0 wi b (1)
o Yiowi(qua i + g i + qs2) b (1)
B(t) = = - ,
> im0 wi b (1)
ct) = >ico Wilds @i + q23yi + g33) b (1) _

Do wi b (t)

Para obtener las expresiones de A(t), B(t) y C(t) aplicamos los resultados presentados en
[Saito y col., 1995], donde se deduce una férmula para la hoddgrafa de una curva de Bézier
racional, es decir, de la curva que se obtiene al derivar respecto de t la parametrizacién
de una curva de Bézier. Cabe destacar que el grado del numerador es 2n — 2 frente a un
esperado 2n — 1. En nuestro caso obtenemos

d 1 2n—2
A - - . p2n—2
dt aCBR(t) W(t)2 ZZ:; H; bz (t)a

con puntos de control cuyas coordenadas afines en la misma referencia vienen dadas por

1i/2]
~ 1 . n n .=
Hi = (CL‘i, yz) = 7(2n—2) Z (Z — 2k + ].) <k‘> <Z _k + 1) D’LT(P]C, Pi—k+1)7

( k=maxz(0,i—n+1)
donde Py, ..., P, son los puntos de control de la curva original y
Di’r’(ﬁi,ﬁj) = W; Wy (Pj — Pi) = W; Wy (ZL'j —Ti Y5 — yl)

Usando las expresiones anteriores podemos escribir:

Aty = qua(t) +guylt) =
DLk O RPD Yt L ()
- 2 + a2 s _
W(t) W
_ Z?gaz(qH i + qo1 @i)b?”_Z(t)
W (t)? ,

Y de forma analoga:
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Z?QSQ(QH T+ qoo )b 2 (t)

W(t)? ’
- ST s E+ qes )b R (t)
ct) = g 0L .

Finalmente, s6lo hemos de realizar productos del estilo

2n—2 n
D aib ) > e bi(),
i=0 j=0

que se obtienen ficilmente usando los resultados de [Farouki y Rajan, 1987] donde se
expresa el producto de dos polinomios f(z) y g(z) en forma de Bernstein de grados m y
n, m > n, con coeficientes {a;to<i<m ¥ {¢j}o<j<n respectivamente, de la forma siguiente:

m+n

D@ Y@ = Y bt
i=0 j=0 k=0

siendo
min(m,k) (m)( n )

o 2: 1) \k—I
rey =

e
l=max(0,k—n) (mk n)

aiCr—1.

Por tanto, particularizando a nuestro caso, se obtiene la siguiente expresién:

2n—2 n 3n—2
D@t ) Y ebit) = D kbR (),
=0 7=0 k=0

con
min(2n—2,k) (2n72) (kn l)

o=y

T aiCr—_i- (5.6)
I=max(0,k—n) ( k )

Aplicando estos resultados, se obtiene una férmula que, aunque de considerable comple-
jidad, expresa una parametrizaciéon de la curva polar de una curva de Bézier racional.

W(lt)3 Sn Q(BCk . CBk) bSn 2( )

ab(t) = = e
s Lo (ABy — BAR) b 2(1)
D ¥y 2(Bok—03k)b2"*2(t)
3" o (ABy — BAy) 3 2(t)’
P(t) = 3n Q(CAk - Ack) bin_Q(t)
0 = S B BAy )
donde ABk,BAk,AC"!f, ... denotan el coeficiente r; de la ecuacién 5.6, particularizado
a los productos A(t)B(t),..., respectivamente. Notemos que vuelve a ser una curva de

Bézier racional cuyo grado, debido a las propiedades de la base de polinomios de Bernstein,
es inferior o igual a 3n — 2.
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5.5. Polar de una superficie de Bézier

El céalculo del parche polar de un parche de Bézier racional es andlogo al caso de curvas,
aunque de mayor complejidad computacional. En efecto, sea @ggpnxm una parametriza-
cién de la superficie de Bézier racional proyectiva de grado n x m, SBR™ ™.

Qgpprxm(u,v) = ZZwU?U bi' (u) by (v), (u,v) € [0,1)%
i=0 j=0

Supondremos, como en el caso de curvas, que todos los puntos de control son puntos
propios respecto del espacio afin {W = 0}, de manera que en coordenadas se pueden
expresar como Pij = (mij, Yijs Zigs 1)

En componentes Gggrnxm se expresa
Agprrxm(u,v) = (X (u,v),Y(u,v), Z(u,v), W(u,v))
con

X (u,v) = Z wijzij by (u) by (v),

0<i<n
0<j<m

Y (u,v) = Z wijyiz b7 (u) b (v),

0<i<n
0<j3m

Z(uv) = Y wiizg b (u) b]'(v),

0<i<n
0<j3m

W(u,v) = E wij by (u) b (v).
0<i<n
0<jEm

La correspondiente superficie afin viene dada por
n m
2
asproon(U,0) = Y wiPi b (w) b (v),  (u,v) € [0,1]%,
i=0 j=0
con Pi; = (45, yij, zij), que en componentes tiene la siguiente expresién:

QGBRnxm (u7 U) = (JZ('LL, U)? y(“a U)? Z(“? ’l))) - (I;(/((Z’, 17)))) ’ Ii/((:i’f;)) 7 Vi((l':,q;)) )

Para encontrar una parametrizacion de la superficie polar, hemos de conocer las siguientes
expresiones y sus correspondientes derivadas respecto de las variables u y v respectiva-
mente:

Au,v) = quz(u,v) + g1 y(u,v) + g31 2(u,v) + qa1,
B(u,v) = qu2x(u,v)+ q2y(u,v) + q32 2(u,v) + qa2,
Clu,v) = q3z(u,v) + g3 y(u,v) + 33 2(u, v) + Qs3,
D(u,v) = quaz(u,v)+ qay(u,v) + q34 2(u,v) + qua,
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donde @ = (gi;) es la matriz de la polaridad escogida.

Sustituyendo el valor de las expresiones, se obtiene:

D0 2o Wi (11 Tij + q21 Yig + g31 2ij + qa1) b} (W) (v)

A(u,v) = L ¢ s % |
D im0 2jeo Wig OF (Wb (v)
Z:‘L:O Zgn:() Wi (q12 Lij + @22 Yij + ¢392 Zij + q42) b?(u)b;n(v)
Pl = by ()b :
D im0 2o wig O} (Wb (v)
D im0 20 Wig (913 Ty + 23 Yij + qs3 2ij + qas) b (Wb} (v)
C(u,v) = |

2 im0 2o wij b (w)by (v)
D(u,v) — D0 2o Wi (q1a Tij + q24 Yij + q34 2ij + qaa) b (W) (v) ‘
> 023 o Wij b} (u )bm( )
Para calcular las correspondientes derivadas parciales haremos uso de los resultados de
Saito, Wang y Sedeberg que usamos para el caso de curvas aplicados a:

0
auaSBRnxm(u U) (xu(u,v),yu(u,v),zu(u,v)),

0
%QSBRnxm(uv U) = (l’v(u, U)7 yv(u, U)v Zv(’LL, U))

Esto nos da lo siguiente:

9 2n—2 2m
o aspRaxm (U, v) W (w, v) 2 k:ZO lz;szbzn 2 me( )
9 2n 2m—2
o agpRmxm (U, V) W (u, v)? kzo ZZ; Hklb2n me 2(v),

donde,

ng,l = (5}51@%1751?1)
k/2] min(l,m)

-t ) )G s

i=ip  j=jo

U __ (VU U
Hk,l = (xklaykhzkl)
min(k,n) |1/2]

e S S0 1O e

=t J=j1

siendo i9g = max(0,k —n+ 1) y jo = max(0,l —m), y i1 = max(0,k —n) y j1 =
max(0,] — m + 1), respectivamente.
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Por tanto, teniendo en cuenta que:

(u,v) = qu1zu(u,v) + g1 yu(u,v) + gs1 zu(u, v),
By(u,v) = quazu(u,v) + g2 Yulu,v) + gs2 2u(u, v),
w(u,v) = q13 T (U, v) + g23 Yu (U, v) + g33 2u(u, v),
(u,v) = quazy(u,v) + q24 Yo (u, v) + q34 24 (u, v)

se obtienen expresiones como la siguiente:

2n—2 2m ~u  1.2n—2 2m

v b (w) b (v)

k=0 2.1=0 Ty i

Ay(u,v) = qn W (0, 0)? +
N o i Tk by 2 (Wb (v) n
21 W (u,v)?

b0 i) B b ()b ()

+ g31

W (u,v)? ’

es decir,

oS (T a1 g Ey) b2 (w)b?™ (v)
W (u,v)? '

Ay(u,v) =
De este modo se obtienen A,, B,, C,, D, y andlogamente A,, B,, C, y D,.

Finalmente, hemos de calcular los productos triples del tipo:

n o m 2n—2 2m 2n 2m-—2
P-Qu-Ry =" pigb (@b (0))-( D> gib ()b (0))-(O 0 > b (w)bi™ A (v)).
i=0 j=0 =0 j=0 =0 j=0

Teniendo en cuenta que el producto de dobles sumatorios se puede expresar como a
continuacién se indica [Farouki y Rajan, 1988]:

ny n2

(DD anabi (Wb (v Zch,hb;T o2 () =

11=012=0 71=072=0

ni+mi na+ma

DD ack mbp M (w)bt R (),

k1=0 ko=0
donde
min(ni,ki) min(na,k2) (n1)( m1 ) (n2)( m2 )

_ 11/ \k1—l1) \la/) \ka—Is
ACly ky = Z Z (n1+m1) (n2+m2) Qly by Chy—l1 k2 —l2>
li=maxz(0,k1 —m1) la=maz(0,ka—m2) k1 k2

obteniendo expresiones del tipo:

5n—25m—2

P-Q, R, = Z Z pqr ”bfn 2( )b?m_z(v).

i=0 j=0
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Los coeficientes pg* r;; se obtienen aplicando dos veces la férmula del producto para su-
matorios dobles.

De este modo y segtn (4.4), después de operar se obtiene:

ZBn 2257710 wap b5n 2( )b?m_2<’l))

1,71

P (u, ) Z5n 225m 2P b2 (u) b3 2 ()
1] 7 j ’

Sy — 2D QZWO?wyzzb?” 2(w)b}™(v)
T SR i @l ),

n—2 5m 2 Sn—2 Sm—2

zp(u U) Z Z] =0 ’U}Zf]bl ( )b] (U)
2571 225m 2 f]szn 2( )b?m—Z(,U)

: P P P P : .
donde los coeficientes W ;, WY 5, W2 5 Y W; 5 Se obtienen segun (4.4) usando dos veces
el doble producto de sumatorios dobles.






Capitulo 6

Algoritmo de triedrizacion por
polaridad

El presente capitulo describe el segundo método de triedrizacién implementado. En este
caso se trata de un método basado en las propiedades de aquellas transformaciones que
se comportan de un modo andlogo a como funciona el principio de dualidad. El principal
objetivo es mejorar los resultados obtenidos en el primer método de triedrizacién presen-
tado en la Seccién 2. Esta vez, se consigue una doble convergencia, tanto de los puntos
de la poligonizaciéon como de sus vectores normales hacia los de la superficie original,
manteniendo el grado tres en los vértices interiores y la planaridad de las caras, si bien,
como se vera, en superficies con ensilladuras, el algoritmo puede generar aproximaciones
que se autopenetran o caras que se autointersecan. Esto se debe, en gran medida, a lo
restrictivo que resulta la utilizacién de este tipo de transformaciones en un espacio afin
o euclideo. Este punto queda pendiente de solucién y requiere mas atencién en posibles
extensiones futuras de este trabajo.

6.1. Algoritmo

Si bien el rango de aplicabilidad del algoritmo que se presenta no estd limitado dentro
del conjunto de superficies parametrizadas, en lo sucesivo se restringe al subconjunto de
las superficies de Bézier. Esto supone una reduccion en la complejidad de los cédlculos a
realizar, sin menguar, por otra parte, su aplicabilidad. Asimismo, para su aplicacién a su-
perficies paramétricas generales seria necesaria la utilizacién de un manipulador simbélico
que permitiera un correcto manejo de las operaciones a realizar puesto que éstas pueden
incrementar su complejidad de forma notable. El algoritmo consta de cuatro pasos que
se describen a continuacién.

Paso 1. Eleccion de la polaridad. Partiendo de una parametrizacién de la superficie a
triedrizar, se selecciona una polaridad adecuada. Dicha seleccion es importante ya que de
ello dependera que se pueda evitar o no que la restricciéon de la polaridad a los puntos de
nuestra superficie tengan como imagen puntos muy alejados, o en el infinito, en relacién
a las dimensiones de la superficie a triedrizar. El caso ideal es aquel en el que la superficie
a triedrizar es una cuddrica, puesto que entonces la polaridad escogida es la polaridad
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Superficie Primal Superficie polar

Figura 6.1: Al aplicar la polaridad inversa a una configuracién de triangulos incidentes
en un vértice de una triangulacién de la superficie polar, obtenemos una configuracién de
vértices coplanares con grado 3 en la superficie primal.

respecto de ella misma. En esta situacién recordemos que la superficie primal y la polar
coincidian, al tratarse de figuras autopolares. Este hecho sugiere que, en una superficie
genérica, una buena eleccién es tomar la polaridad cuya cuadrica asociada es lo mas
préxima posible a la superficie; eleccién que, por otra parte, nos restringe a polaridades
hiperbdlicas. A pesar de esto y de no haber podido profundizar mas en este estudio, se
considera un criterio razonable si se quieren evitar los desplazamientos hacia el infinito a
los que se hacia referencia.

Paso 2. Calculo de la superficie polar. Se obtiene la expresion analitica de una para-
metrizacién de la superficie polar respecto de la polaridad elegida mediante la aplicacién
de los resultados obtenidos en el Capitulo 4.

Paso 3. Triangulacién de la superficie polar. A continuacién, se genera una triangu-
lacién de la superficie polar obtenida. Por motivos que seguidamente veremos, pediremos
que en dicha triangulacién los tridngulos vecinos sean lo menos coplanares posible.

Paso 4. Inversion de la polaridad. Finalmente, se aplica la polaridad inversa a todas
las caras de la triangulacién, obteniendo de esta forma una nube de puntos o vértices
préoxima a la superficie original. Asimismo y en virtud de las propiedades de una po-
laridad, todo vértice V' de la triangulacién se transforma, a su vez, en un plano que
contiene los vértices polares asociados a los tridngulos incidentes con dicho vértice (ver
Figura 6.1). Cuanto mds coplanares son los tridngulos incidentes con V', mds cercanos
estaran sus vértices correspondientes en la superficie primal, llegando incluso a producir
poligonos con degeneraciones no deseadas causadas por vértices muy préximos. Es por
ello que en el paso anterior se requeria la menor coplanaridad posible entre triangulos
vecinos. Finalmente, se conectan mediante aristas todos aquellos puntos cuyos tridngulos
asociados por la polaridad son vecinos, tal y como se observa en la Figura 6.1, en la cual,
P; se corresponde con C;, i =1,...,6 y C se corresponde con P.
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Algoritmo de triedrizacién por polaridad

Entrada: Fcuaciones paramétricas de la superficie original S a triedrizar.
Salida: Triedrizacion de la superficie S.

Paso 1. Obtencion de una polaridad adecuada.

Paso 2. Calculo, mediante métodos analiticos, de una parametrizacion de la super-
ficie polar (dual) respecto de la polaridad escogida en el Paso 1.

Paso 3. Triangulacidn de la superficie polar (dual).

Paso 4. Aplicacion de la polaridad inversa a la seleccionada y colocacion de las aris-
tas correspondientes. De este modo todo vértice se transforma en una cara
y toda cara (triangular) en un vértice con la propiedad de regularidad im-
puesta, obteniendo asi la estructura polar (dual) de la triangulacion.

Figura 6.2: Algoritmo de triedrizacién por polaridad.

En lo referente a la complejidad del algoritmo, debemos tener en cuenta que los dos
primeros pasos dependen en gran medida del método empleado para obtener la pola-
ridad a usar y de la complejidad de la expresion analitica de la superficie a triedrizar,
respectivamente. La complejidad de la triangulacion de la superficie polar también de-
pendera del método utilizado. Como referencia podemos citar el algoritmo presentado en
[Amenta y col., 1998], cuya complejidad es cuadrética en el nimero de puntos muestra
escogidos en la superficie a triangular, debido al cdlculo de una triangulaciéon de Delaunay
3D, aunque se asegura que esta complejidad raramente se da. Finalmente, el Paso 4, se
basa en calcular los vértices de la triedrizacién de la superficie primal al tiempo que se
colocan las aristas correspondientes. Puesto que el niimero de tales vértices es lineal en
el nimero n de vértices de la triangulacién de la superficie polar, la complejidad del paso
cuatro también es lineal en n.

6.2. La aproximacion por cuadricas

Como ya se ha senalado, el anterior algoritmo se adapta mejor a las superficies cuadri-
cas ya que en estos casos nos ahorramos la aplicacién de los dos primeros pasos. Esto
también induce una variante al método propuesto, basada en una segmentacién previa
en cuadricas de la superficie a triedrizar. De hecho, en la literatura existen métodos
que permiten aproximar una superficie mediante cuddricas diferentes que empalman con
continuidad y suavidad, con error acotado inferior a una cierta tolerancia preestableci-
da [Froumentin, 1995]. Por tanto, mediante esta variante se eluden los pasos 1. y 2. del
algoritmo general y da lugar a una nueva estrategia que intercambia un problema de ma-
nipulacién analitica por uno de aproximacién de superficies mediante parches cuadraticos
que posteriormente habra que enganchar para obtener la triedrizacién total. En la Figu-
ra 6.3 se muestra el pseudocddigo de la variante del algoritmo propuesta.
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Variante del algoritmo de triedrizacién por polaridad

Entrada: Fcuaciones paramétricas de la superficie original S a triedrizar.
Salida: Triedrizacion de la superficie S.

Paso 1. Segmentacion en parches cuadrdticos de la superficie a triedrizar.

Paso 2. Aplicacion de los pasos 3 y 4 del algoritmo general a cada uno de los par-
ches cuadrdticos, teniendo en cuenta que cada uno de ellos se polariza con
respecto a la polaridad que definen.

Paso 3. FEnganche de los parches primales obtenidos mediante las correspondientes
polaridades. Dicho enganche se realiza de forma intercalada tal y como se
explica a continuacion.

Figura 6.3: Variante del algoritmo de triedrizacién por dualidad.

Asimismo, si la dificultad para obtener una triedrizaciéon de una superficie arbitraria,
medida en términos de complejidad para obtener los resultados buscados, varia de una
zona a otra, es decir, si el problema de triedrizacién de superficies es un problema local,
la variante del método propuesta seria mas adecuada, puesto que la triedrizacion de cada
parche cuadratico tendria una dificultad diferente e intuitivamente mas ajustada a la del
pedazo correspondiente de superficie a aproximar.

6.3. Resultados experimentales

Las pruebas realizadas con este segundo algoritmo se han enfocado primero hacia la
triedrizacion de cuddricas. De este modo se puede apreciar el comportamiento de dicho
algoritmo en el caso mas sencillo, en el que desaparecen las dificultades propias de los dos
primeros pasos, al utilizar como polaridad la dada por la misma cuddrica a triedrizar.

Nuevamente, ha sido de gran utilidad el software de visualizacién de imagenes Geom-
view, cuya interactividad nos ha permitido una facil observacién de las patologias obte-
nidas. Por otra parte, la obtencién de las triangulaciones utilizadas se ha llevado a cabo
utilizando el paquete de rutinas Surface Evolver.

Las Figuras 6.4 y 6.5 muestran, respectivamente, los resultados obtenidos en la trie-
drizacién de una superficie de ensilladura y de la parte superior de un elipsoide. En ellas
se observa que se verifican la siguientes propiedades:

1. Planaridad de las “caras” de la aproximacion. Esto es consecuencia directa
de las propiedades de incidencia de una polaridad.

2. Grado tres en los vértices. Puesto que unimos sdlo aquellos vértices cuyos
tridngulos correspondientes en la triangulacién de la superficie polar son adyacen-
tes, por construccion, cada vértice interno es de grado tres o, de forma equivalente,
es adyacente a tres caras.
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3. Orientacion de la normal. Notemos como la orientacion de todas las caras
estd mucho mas acorde con la orientacién de la superficie original que en los resul-
tados del algoritmo de triedrizacién mediante diagramas de Voronoi presentado en
el Capitulo 2.

Se habla de vértices correctos para diferenciarlos de aquellos que son resultado de inter-
secciones no esperadas entre las aristas de la aproximacién, polar de la triangulacién. La
causa de este comportamiento es debida a un tratamiento afin de transformaciones que
son propias del espacio proyectivo, las polaridades. En este sentido se han identificado
dos problemas basicos.

= Comportamiento en el infinito. El primero y quiza, a priori, menos complejo,
es el tratamiento del infinito. Evitar aquellos comportamientos en los que hay ele-
mentos que se transforman en otros que intersecan o son cercanos al hiperplano del
infinito parece factible como apuntan los comentarios hechos en las Secciones 3.5
y 6.1.

= Autointersecciones de los poligonos. Por otra parte, evitar las autointerseccio-
nes parece mucho més complicado. El lector ya habra apreciado que en la tltima
etapa del algoritmo de la Figura 6.2, en el momento en que se crean las aristas
de una cara, no es posible asegurar que el resultado obtenido no vaya a contener
intersecciones entre pares de éstas. En otras palabras, no podemos asegurar que los
vértices correspondientes a los tridngulos de la triangulacion de la superficie polar,
se unan de acuerdo con el orden circular establecido por dichos tridngulos en torno
al vértice comin y formen un poligono. A lo sumo es posible asegurar que se genera
una cadena de aristas cerrada y plana. La Figura 6.6 muestra tres posibles uniones
entre cinco vértices coplanares.

En el caso de la polaridad asociada a la cuddrica imaginaria de ecuacién 22 + 3% +
22 +1 = 0 y matriz asociada Q = diag(1,1,1,1), se puede apreciar cuando se
presentan este tipo de comportamientos. S6lo hemos de notar que todo plano se
transforma, por la polaridad, en un punto cuyas coordenadas vienen dadas por el
extremo del vector normal del plano situado en el origen de coordenadas. La Figu-
ra 6.7 presenta dos situaciones diferentes en las que la concavidad o convexidad de
las caras determina la aparicion o no de autointersecciones.

En efecto, elijamos un plano arbitrario 7 que no pase por el origen de coordenadas.
En tal caso siempre podremos escribir su ecuacion de la forma A x+By+C z+1 = 0.
Calculemos las coordenadas (P, Py, P, 1) de su polo P € IP’%. Recordemos que sélo
teniamos que realizar el producto de matrices:

(Pl,PQ,Pg,].) = (A’B)Cvl)'l_l = (A,B,C,l).

Por tanto, el punto afin correspondiente tiene coordenadas (pi, p2,p3) = (4, B,C),
es decir, s6lo hemos de colocar el vector normal del plano en el origen de coorde-
nadas y su extremo nos marcard las coordenadas del polo P. En consecuencia, una
configuracién de caras con aristas convexas como la presentada en la Figura 6.7
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(arriba) nos proporciona, en la figura polar, una cadena cerrada de aristas planas
sin autointersecciones. Por otra parte observemos como la arista concava de la Figu-
ra 6.7 (abajo) provoca la aparicién de una interseccién de aristas en el polar cuando
se sigue el orden de vecindad establecido por las caras triangulares.

Por otra parte, si tenemos en cuenta que toda polaridad es producto de una po-
laridad concreta y de una proyectividad, esto nos permite aplicar la interpretacion
anterior a cualquier otra polaridad escogida. La diferencia es que, en este caso, es
mas facil visualizar las configuraciones de caras que dan lugar a este tipo de com-
portamientos no deseados.

Un estudio més profundo en esta direcciéon podria proporcionar métodos para adap-
tar algunos resultados proyectivos, sobretodo en lo relativo a transformaciones que
funcionan de forma andloga a como lo hace el principio de dualidad, al a&mbito de
la geometria afin y métrica y evitar este tipo de comportamientos.



90

!

2
Gy

)

S22

==
s
G9
W
0
i

”
i
il

77

15:[

AN
=0

SRR
7

W

"

2222

XK
/)
h

SRR
2
7
i

2R

=
=
Y
-
=
7
4

vats

777
720,

=
s
IR
2R S T LTI

=2
777
2o,

=22

=2

220
Y
S

Z=

Y
SIS
2 l))
72

=D

22
>
22
>

o2
%z

.
Y

N

N
Jm%iwmg“
N

N 4

\ zzsm )

Ay
il
iy

7,

I

I

r

Y ARERS
RAYAVavin e

NSRRI

(izquierda) y la superficie triedrizada que la aproxima (derecha). Se ha usado la polaridad

Figura 6.4: Triangulacién de una superficie de ensilladura con diferentes niveles de detalle
respecto a ella misma de modo que es una figura autopolar.
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Figura 6.5: Un elipsoide triangulado a diferentes niveles de detalle (izquierda) y la aproxi-

macién triédrica correspondiente (derecha).
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Figura 6.6: El orden en el que se encuentran los tridngulos de la triangulacién en la
configuracién polar no implica, necesariamente, un orden andlogo (horario o antihorario)
de vecindad entre sus vértices correspondientes.

Figura 6.7: Generacién de autointersecciones.






Conclusiones y trabajo futuro

“What we know is not much. What we do not know is immense.”

Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)
(De Morgan’s Budget of Paradoxes)

En el campo de los graficos por ordenador, el modelado de superficies 3D se lleva a cabo,
principalmente, mediante el uso de triangulaciones. La sencillez y buenas propiedades de
este tipo de mallas las avala como una de las herramientas por excelencia. Sin embargo,
algunos trabajos recientes [Ros y col., 2003, Ros y col., 2002] hacen referencia a un tipo
alternativo de mallas poligonales, las triedrizaciones. Entre sus propiedades podemos des-
tacar la capacidad para capturar y resumir la informacion necesaria para describir una
superficie 3D. El objetivo de este trabajo ha sido, justamente, proporcionar algoritmos
que permitan construir triedrizaciones de superficies. Dos han sido los métodos presenta-
dos.

El primero de ellos, expuesto en la Parte I, esta basado en las propiedades de los
diagramas de Voronoi 3D. En el Capitulo 1 se ha hecho una breve introduccién a dicha
estructura geométrica, haciendo un repaso de las propiedades mas destacadas de cara a
su aplicacion en este trabajo. En el Capitulo 2 se ha presentado el primer algoritmo de
triedrizacion propuesto que utiliza la regularidad en el grado de los vértices que posee un
diagrama de Voronoi 3D para obtener, mediante la eliminacién de determinadas caras,
estructuras quasitriédricas que aproximan una superficie paramétrica dada. El posterior
refinado de estas estructuras proporciona la triedrizacion deseada, dando lugar a un algo-
ritmo cuya complejidad global es de O(nlogn). En general, el método funciona de forma
correcta y presenta el Uinico inconveniente de que el vector normal a la superficie origi-
nal queda mal aproximado por el vector normal de la triedrizacién resultante en algunos
puntos de ésta.

Inspirandose en la dualidad estructural que existe entre triangulaciones y triedriza-
ciones, la segunda parte de la memoria presenta un método de triedrizacion basado en
el fenémeno de la dualidad, propio de los espacios proyectivos. Asi, en el Capitulo 3, se
presentan los conceptos de dualidad y de transformacién dual, entrando con més detalle
en el estudio de las polaridades, uno de los ejemplos més significativos de transformacio-
nes duales. A continuacién, en el Capitulo 4, la generalizacién de los conceptos lineales
nos permite obtener una definiciéon de superficie dual de una superficie dada. Ademas,
bajo ciertas condiciones, el calculo de envolventes permite obtener dichas superficies de
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forma efectiva. En el Capitulo 5 se muestra un ejemplo de ello al aplicar dicho cédlculo
para obtener la descripcion general de la superficie dual de una superficie de Bézier dada.
Finalmente, basandose en las técnicas desarrolladas en los capitulos 3, 4 y 5, el Capitulo 6
presenta el segundo método de triedrizacién. En este caso, la utilizaciéon de herramientas
tan innatas del espacio proyectivo dificulta, en parte, que el resultado final del algoritmo
sea exactamente el deseado, si bien se verifican muchas de las propiedades requeridas en
una triedrizacion.

La Tabla 6.8 muestra, a modo de resumen, las caracteristicas més importantes de ambos
métodos, comparandolas asimismo con las de una triangulacién. En la tabla, .S denota la
superficie a aproximar.

Meétodos de Poligonizacion de Superficies

Caracteristica Tried. mediante  Tried. mediante Triangulacién
a comparar diag. Voronoi polaridad genérica
Triangulacion,
Representaciones admitidas para S Triangulacion, Parametrizacién = Parametrizacién,
Parametrizacién Implicita, etc
s Obtiene una poligonizacion? Si No Si
Grado en los vértices interiores 3 3 Arbitrario
Convergencia hacia S Si Si Si
Convergencia hacia la normal a S No Si Si

Figura 6.8: Tabla comparativa de métodos de poligonizacién.

La primera fila de la tabla anterior presenta el tipo de input posible en cada caso. Aqui,
la supremacia de las triangulaciones es evidente al ser una herramienta ya veterana en
el campo. La segunda fila nos informa sobre la estructura de la aproximacién obtenida,
indicando en cada caso si ésta es 0 no una poligonizacion, tal y como se defini6é en la
Introduccién. Aqui, las triangulaciones no presentan problema alguno pues tres vértices
siempre determinan un poligono plano sin autointersecciénes. También se obtienen apro-
ximaciones poligonales libres de autointersecciones al utilizar el método de triedrizacién
basado en diagramas de Voronoi. Sin embargo, esto no se puede asegurar en las triedri-
zaciones obtenidas mediante polaridad, donde, pese a obtener poligonos planos para las
caras, la posible aparicién de autointersecciones entre sus aristas, las excluye del conjunto
de las poligonalizaciones. La siguiente fila muestra el grado en los vértices interiores de
la aproximacion y que constituye el rasgo diferenciador entre triedrizaciones y triangula-
ciones. Finalmente, las dos ultimas filas muestran lo satisfactoria que puede o no ser la
aproximacion obtenida en lo referente a la precision con la que esta aproxima tanto los
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puntos de la superficie original como los vectores normales de la misma, respectivamente.
Ademsds, el “No” que aparece en la tabla, referente a la aproximaciéon de los vectores
normales mediante una triedrizacién usando diagramas de Voronoi, también indica que
sucesivos refinamientos de una malla triédrica obtenida mediante este método no com-
porta, necesariamente, una sucesién de mejoras en la aproximacion de las normales que
converja a la del modelo a aproximar.

Hemos de notar que tanto de los trabajos anteriores consultados como de los resultados
obtenidos en este proyecto se desprende una caracteristica importante del problema tra-
tado: una mayor resistencia, a efectos de su triedrizacién, de las zonas donde hay puntos
de ensilladura. Esto nos enfoca, en un futuro, a un tratamiento mas local del problema
que, esquematicamente, podria ser el siguiente:

= Localizacién y clasificacién.

Localizar los diferentes tipos de puntos de la superficie que pretendemos triedrizar.
El nivel de detalle es algo que se deberd estudiar y/o determinar empiricamente.
Un ejemplo de resultados en esta linea se muestra en [Takagi y col., 1998] donde
se presenta una estrategia de etiquetado de regiones de una superficie en funcién
del tipo de puntos que contiene como a aplicacién a un método de detecciéon de
curvaturas a partir de una muestra de puntos de una superficie funcional. A conti-
nuacion se construye una particiéon en parches de la superficie a triedrizar en la que
se clasifican las diferentes patologias en funcién del tipo de puntos existentes.

s Triedrizacién local.

Triedrizar cada pedazo de forma independiente. De este modo hemos dividido el
problema en subproblemas de dificultades diferentes y, asimismo, como mucho, de
igual coste que en el problema original. Observemos que ahora cada pedazo es
homogéneo en cuanto a su permisibilidad para ser triedrizado. Es decir, cada parche
tiene una dificultad concreta para ser triedrizado y no depende de ninguna zona
especifica de éste puesto que todos sus puntos comparten las mismas propiedades
como elementos del pedazo de superficie. En consecuencia, habré trozos faciles de
triedrizar (Ej. parches concavos) y otros cuyo tratamiento requerird de soluciones
mas elaboradas.

Asi pues, la balanza parece equilibrarse, es decir, resultados potentes en cuanto al ahorro
de espacio de almacenamiento, meta que también persiguen métodos y técnicas como la
multirresolucién, se ven compensados con un importante trabajo de preproceso de los
datos encaminados a obtener la triedrizacion de la superficie en cuestion.

Por otra parte, son varias las lineas de trabajo que se abren para el futuro:

1. Eliminacién de autointersecciones en la triedrizaciéon por polaridad. En
el Capitulo 6 hemos visto que al despolarizar una triangulacién del parche polar, la
triedrizacion obtenida puede tener caras que se autointersecan. En este sentido, cabe
preguntarse, en primer lugar, si seria posible encontrar una triangulacién donde tal
fenémeno no se manifieste. Por ejemplo, se ha visto que cuando todas las aristas de la
triangulacion son convexas, estas autointersecciones no aparecen. ;Qué propiedades
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debe cumplir en general una triangulacién para que su correspondiente triedrizacién
carezca de autointersecciones? Este punto requiere més atencién en trabajos futuros.

En segundo lugar y ligado con lo anterior, seria conveniente profundizar mas en
las propiedades afines y euclideas de las polaridades, y en general, de las trans-
formaciones de dualidad. El objetivo seria estudiar que efecto tiene este tipo de
transformaciones en los elementos de un espacio afin o euclideo y tratar de determi-
nar si es posible aprovechar o controlar algunos comportamientos para su utilizaciéon
en un entorno diferente al espacio proyectivo.

Eleccién de la polaridad adecuada. Como se comentd, la eleccién de la pola-
ridad mas adecuada para aproximar una superficie es una cuestiéon pendiente, si
bien es cierto que una solucién provisional, al tiempo que razonable, consistiria en
escoger aquella polaridad cuya cuadrica asociada aproximara mejor la superficie
en consideracién. Esta serfa una solucion que evitaria gran parte de los compor-
tamientos no deseados relacionados con elementos que se van al infinito. En esta
linea, en [Froumentin, 1995] se expone una forma de obtener aproximaciones de
superficies algebraicas complejas mediante pedazos de superficies méas simples. En
particular, es posible realizar dicho proceso utilizando pedazos de cuddricas.

Flexibilidad de una malla triédrica. Las triedrizaciones constituyen un tipo de
aproximaciones de gran rigidez, esto es, la deformabilidad de una malla triédrica es
muy reducida en comparacién con las posibilidades que presenta una malla trian-
gular. Esto hecho tiene relacién directa con la propiedad que permite la compresion
de los datos; dadas cuatro alturas y las coordenadas planas de todos los vértices, la
reconstruccion es Unica. Un trabajo interesante consistiria en definir un conjunto de
operaciones de modificacion o edicién local para las triedrizaciones, caracteristica
que también poseen las triangulaciones. De este modo, las mallas triédricas ganarian
maés versatilidad /manejabilidad.

Profundizacién del calculo de envolventes. Asimismo, es deseable un estudio
mas detallado del concepto de envolvente. Por ejemplo, queda pendiente dar una ca-
racterizacion profunda del conjunto de superficies que se pueden obtener a partir de
su fibrado tangente. En este sentido, seria conveniente explorar més amplia y profun-
damente el calculo de envolventes desde la perspectiva de la Geometria Diferencial y,
seguramente, teniendo muy en cuenta también la teoria de ecuaciones en derivadas
parciales. Un buen punto de partida puede proporcionarlo [Bruce y Giblin, 1984]
que, aunque poco extenso, ofrece un bello tratamiento geométrico-diferencial.

Errores de reconstruccion. Finalmente, el proceso de reconstrucciéon de mallas
triédricas a partir de sus proyecciones merece dos consideraciones.

En primer lugar, la propagacién de alturas conlleva también una propagacién del
error de reconstruccién. En [Ros y col., 2003] se muestran ejemplos del crecimiento
de este error al aplicar dicho esquema de propagacién a una triedrizacién concreta.
Una posible solucién a este problema consistiria en especificar la altura no sélo de
cuatro, sino de mas puntos de la poligonizacién, de manera que la triedrizacion
quede dividida en regiones, cada una con cuatro puntos de altura conocida que
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permitan reconstruirla localmente con un error inferior a una cota especificada. En
este sentido, seria necesario optimizar tanto la cantidad como la posicién de dichos
puntos.

En segundo lugar y aunque no se haya mencionado de forma directa, es muy proba-
ble que aparezcan puntos con altura sobrerrestringida por el proceso de propagacion.
El fenémeno aparece cuando, en dicho proceso, la altura de un punto P queda deter-
minada por dos o més caminos de propagacion distintos. Si la proyeccién utilizada
para realizar la reconstruccién proviene de una malla triédrica correcta y no contie-
ne errores, entonces la altura tedrica de P, obtenida por cada camino, coincidiria
en todos ellos. Sin embargo, dicha coincidencia no se darfa al usar una proyeccion
incorrecta o con errores. En este caso se tendria que recurrir a algoritmos de correc-
cién que permitieran modificar la estructura de una proyeccién, de reconstruccion
imposible, para obtener reconstrucciones factibles [Ros, 2000].

Si bien iniciamos el trabajo abordando una objetivo de enunciado simple, los diversos
aspectos surgidos muestran que la resolucién del mismo ha escapado a lo que nuestra
capacidad de extrapolaciéon pudo augurar. Esperemos que el trabajo invertido pueda
constituir, entre otros usos, un punto de partida para posteriores profundizaciones de la
materia tratada.






Anexo

Algunos Conceptos y Resultados Basicos
de Geometria Proyectiva.

Cuadrangulo. Configuracién de cuatro puntos diferentes P, ), R, S de manera que
la variedad lineal m = PV Q V RV S generada por ellos tiene dimensiéon dos y, ademas,
nunca tres de ellos son colineales. Decimos que P, Q, R, S son los vértices del cuadrangu-
lo. Las rectas determinadas por las seis posibles parejas de vértices se llaman lados del
cuadréangulo y dos lados se dicen opuestos si no tienen ningin vértice en comin (ver
Figura 6.9a). Los tres puntos de interseccién de los tres pares de lados opuestos (puntos
diagonales) forman el triangulo diagonal del cuadréangulo.

Conjugacion armonica. Cuatro puntos colineales A, B, C, D se dice que forman un
conjunto armdnico si existe un cuadrangulo de manera que dos de sus lados opuestos
pasan por A y otros dos lados opuestos por B, mientras que el resto de lados cortan la
recta AB en C'y D, respectivamente. Decimos que C'y D son conjugados armdnicos (uno
del otro) respecto de Ay By lo denotamos H(AB, CD). Para construir D a partir de A,
B y C consideremos cualquier tridngulo PQR cuyos lados QR, RP, P(Q) pasen por A, By
C respectivamente. Esto determina un cuadrangulo PQRS, donde S = AP N B(Q como se
muestra en la Figura 6.9. Por tanto D = RSN AB es el punto buscado. Ademds, se puede
ver que esta construccién no depende de la eleccién del tridngulo PQR [Coxeter, 1993].
Recordemos que, analiticamente, decimos que una cuaterna de puntos alineados es ar-
moénica si la razén doble de ellos es p = p(A, B,C,D) = —1 o, equivalentemente, si
p(A,B,C,D) = p(A, B,D,C) [Xambd, 1997]. Finalmente, es posible definir la razén do-
ble de cuatro rectas, cuatro planos y en general, de cuatro hiperplanos [Xambd, 1997]. En
el plano proyectivo real, por ejemplo, se define la razén doble de cuatro rectas ry, 19,73, 74
concurrentes en el punto V' como p(r1,7r2,73,74) = p(ri Nl,re NI, r3 N1 rg N 1), donde [
es cualquier recta no incidente con V. De este modo, es posible extender la definicion de
cuaterna armoénica a rectas, planos y, en general, a hiperplanos de un espacio proyectivo.

Colineaciones. Una transformacién ¢ : P* — P" n > 2 es una colineacion si es
biyectiva y transforma puntos alineados en puntos alineados. Sin embargo, cuando n = 1
la definicién anterior no es valida. En este caso la definicién adoptada es la que impo-
ne que cuaternas armoénicas se transformen en cuaternas arménicas. Analiticamente, si
P" = P(F), donde F es un k-espacio vectorial de dimensién n + 1, las colineaciones se
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7P

Figura 6.9: (a) Cuadréangulo y su tridngulo diagonal ABC'. (b) Construccién del cuarto
armonico.

describen en términos de E como las aplicaciones ¢ = [f] : P — P", donde f : F — E
es un automorfismo semilineal, es decir, f(z+vy) = f(z)+ f(y) y f(Az) = A7 f(z), siendo
o:k — k (A+— A7) un automorfismo del cuerpo k. Notemos que si el tinico automorfis-
mo de k es 0 = id, entonces f es una aplicacién lineal y en este caso decimos que ¢ = [f]
es una proyectividad o, mas concretamente, una homografia de P" [Xambd, 1997]. Esto es
lo que ocurre cuando k£ = R [Xambd, 1997], de modo que podemos hablar indistintamente
de colineaciones de Py en Py o de homografias de Pg.

Clasificacién de las homografias de Py. Decimos que una homografia de P} es
parabdlica, hiperbdlica o eliptica si el nimero de puntos invariantes es uno, dos o ninguno,
respectivamente. Si el nimero de puntos invariantes es mayor de dos, entonces necesaria-
mente la homografia es la identidad [Coxeter, 1993, pag. 40].

Involuciones de Pj. Una involucién en Py es una homografia de periodo dos, es decir,
¢ : P — P} tal que para todo punto P € P} se cumple que ¢(p(P)) = P. En otras
palabras ¢ = ¢~ 1. El lector podré consultar la demostracién de los siguientes resultados
en [Coxeter, 1993]:

Proposicion. Una homografia de IP’]%Q que intercambia dos puntos es necesa-
riamente una involucion.

Corolario. Una involucion queda determinada por dos pares cualquiera de
puntos correspondientes.

Proposicién. Si una involucion tiene un punto invariante, entonces ha de
tener un sequndo punto invariante y la involucion es justamente la correspon-
dencia entre conjugados armonicos respecto a estos dos puntos.



100

Primer teorema fundamental de la Geometria Proyectiva. Si P es un es-
pacio proyectivo de dimension n > 3 o un plano que cumple el teorema de Desargues,
entonces existe un cuerpo k (no necesariamente conmutativo) y un k-espacio vectorial E
de dimension finita tales que el espacio proyectivo es isomorfo a P(E). Es decir, existe
una colineacion entre el espacio proyectivo y el proyectivizado del espacio vectorial E.
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